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Abstract 
 
This project is based on the design and the programming of a new module in the program CEM 
2.01 able to calculate a dynamic analysis of spatial reticulate or hinged bar structures, with 
different boundary conditions and different loads on the nodes, using Matlab®. The main goal 
of this project is to develop a useful, practical and trustworthy tool, in order to complement 
the teaching of the Resistance of Materials in the School of Civil Engineering in Barcelona. 
The mathematical resolution method chosen for the problem has been the Modal 
Superposition Method, although other methods are also analysed and discussed briefly. It uses 
the free vibrations mode shapes of an structure to uncouple the differential equations of 
motion. Then, the solution of the problems can be obtained by solving each equation 
independently. 
The software has been designed with a simple graphic interface, such that the final user is able 
to introduce the necessary data in an easy way. Moreover, an user’s manual has been created 
in order to help the user in this task. An explanation of the code structure is explained to help 
future developers of the program.  
The final solution is given in the user interface graphically as well as in the Command Window 
of Matlab® numerically. The following data can be computed: the frequencies, mode shapes, 
maximum displacements and the response as a function of time (including the movement of 
the structure as well as a graphic of a selected node) in a desired interval of time due to a 
dynamic force. All this data is displayed in a way to help future users to write detailed reports. 
The validity of the results obtained with this program has been proved by comparing some 
canonical examples in some well-known books in this area. Additionally, the efficiency of the 
program has been shown in the calculation of a real structure with a considerable number of 
bars and nodes. 
In conclusion, an useful tool has been developed and could be perfectly used by future 
students in order to help them understand better the Dynamic Analysis of structures and reach 
conclusions by themselves, as well as to improve their skills in Matlab analysing the code. 
 
 
 
 
 
                                                             
1
 CEM 2.0, which stands for Matricial Analysis of Structures 2.0, -Càlcul Matricial d’Estructures in catalan- 
is a computer application aimed at solving bar structures. It  has been developed under MathWorks® 
Matlab® by students from the School of Civil Engineering of Barcelona. Before this Project, it allowed to 
calculate static problems, plastic problems and inestability problems of structures. 
 iii 
 
Resumen 
 
Este trabajo se basa en el diseño y la programación de un nuevo módulo en el programa CEM 
2.02 capaz de llevar a cabo un análisis dinámico de estructuras espaciales de barras reticuladas 
o articuladas, con diferentes condiciones de contorno y diferentes cargas en los nodos, usando 
Matlab®. El principal objetivo es desarrollar una herramienta útil, práctica y fiable para 
complementar la docencia en el ámbito de la Resistencia de los Materiales en la Escuela de 
Caminos, Canales y Puertos de Barcelona. 
El método de resolución matemática escogido para el problema ha sido el Método de 
Superposición Modal, aunque otros métodos también se han analizado y discutido 
brevemente. Éste utiliza los modos de vibración de una estructura para desacoplar las 
ecuaciones diferenciales del movimiento. De esta manera, la solución del problema se puede 
obtener solucionando cada ecuación independientemente. 
El software ha sido diseñado con una interfaz de usuario simple, con la cual el usuario final es 
capaz de introducir los datos necesarios fácilmente. Además, se ha redactado un manual de 
usuario para ayudar al usuario en esta tarea. También se ha explicado la estructura del código 
para ayudar a futuros desarrolladores del programa. 
Las soluciones finales se dan gráficamente en la interfaz de usuario, así como numéricamente 
en la Command Window de Matlab®. El usuario puede hacer calcular las frecuencias, los 
modos de vibración, los máximos desplazamientos y la respuesta en función del tiempo 
(incluyendo el movimiento de la estructura así como un gráfico del nodo seleccionado) en un 
intervalo deseado de tiempo y debido a una fuerza dinámica aplicada. Todas las soluciones se 
presentan para facilitar el redactado de futuros informes detallados. 
La validez de los resultados obtenidos en este programa ha sido comprobada comparando 
algunos ejemplos canónicos en libros destacados de la materia. Adicionalmente, su eficiencia 
ha sido mostrada en el cálculo de una estructura real con un número de nodos y barras 
considerable. 
En conclusión, se ha conseguido una herramienta útil que puede ser perfectamente utilizada 
por futuros estudiantes de esta área para ayudarlos a entender mejor la dinámica de 
estructuras y para que lleguen a conclusiones por sí mismos, así como para mejorar sus 
habilidades en Matlab® analizando el código. 
 
 
                                                             
2
 CEM 2.0, cuyas siglas significan Cálculo Matricial de Estructuras 2.0, es un programa informático 
diseñado para solucionar problemas con estructuras de barras. Ha sido desarrollado por estudiantes de 
la Escuela de Ingenieros de Caminos, Canales y puertos de Barcelona utilizando MathWorks ® Matlab®. 
Anteriormente a este trabajo, este permitía resolver problemas estáticos, de plasticidad y de 
inestabilidad de estructuras de barras. 
 iv 
 
Índice 
 
Agradecimientos ........................................................................................................................ i 
Abstract .................................................................................................................................... ii 
Resumen .................................................................................................................................. iii 
Índice ....................................................................................................................................... iv 
Introducción y objetivos ............................................................................................................ 1 
CAPÍTULO 1. Estado del arte y elección del método .................................................................. 3 
1. Introducción.......................................................................................................................... 4 
2. Formulación de las ecuaciones del movimiento con MGDL. ................................................... 5 
3. Propiedades de las matrices estructurales. ............................................................................ 7 
3.1. Matriz de rigidez............................................................................................................. 7 
3.2. Matriz de masa y condensación estática. ...................................................................... 12 
3.3. Matriz de amortiguamiento. ......................................................................................... 16 
4. Frecuencias y modos naturales de vibración. ....................................................................... 18 
5. Discusión de los métodos. ................................................................................................... 22 
5.1. Métodos de solución paso a paso. ................................................................................ 23 
5.2. Método de análisis modal espectral. ............................................................................ 24 
5.3. Método de dominio de frecuencias. ............................................................................. 24 
5.4. Método seleccionado para CEM 2.0. Resumen. ............................................................ 25 
6. El método de Superposición Modal. .................................................................................... 26 
7. Factor de participación modal y masa modal efectiva.......................................................... 28 
CAPÍTULO 2. Manual de Usuario CEM 2.0- Análisis Dinámico .................................................. 30 
1. Introducción........................................................................................................................ 31 
2. Breve repaso del funcionamiento del programa. ................................................................. 32 
3. Análisis modal. .................................................................................................................... 33 
3.1. Introducción de datos. .................................................................................................. 33 
3.2. Análisis de los resultados. ............................................................................................. 33 
3.3. Posibilidades de cálculo. ............................................................................................... 34 
4. Análisis respuesta dinámica. ................................................................................................ 37 
4.1. Definición de cargas dinámicas. .................................................................................... 37 
4.2. Introducción de datos en el panel. ................................................................................ 38 
4.3. Posibilidades de cálculo. ............................................................................................... 40 
 v 
 
4.4. Análisis de resultados. .................................................................................................. 40 
4.5. Optimización del cálculo. .............................................................................................. 41 
CAPÍTULO 3. Explicación del código en Matlab ........................................................................ 43 
1. Introducción........................................................................................................................ 44 
2. Script principal: cme2. ......................................................................................................... 45 
2.1. Lanzamiento del programa. Botón cálculo dinámico y paneles gráficos de introducción 
de datos. ............................................................................................................................. 45 
2.2. Novedades en la creación de la estructura. Definición de las condiciones de contorno, 
propiedades de los materiales y definición de cargas. ......................................................... 48 
2.3. Coordinación del cálculo dinámico en el script principal. La función calcular4............... 51 
2.4. Representación gráfica de los resultados. ..................................................................... 52 
2.4.1. La función representació_frequencies. ................................................................... 52 
2.4.2. La función dibuixa_grafica_modal2. ...................................................................... 53 
2.4.3. La función dibuixa_grafica_dinamic2 ..................................................................... 54 
3.  Las funciones de cálculo dinámico. ..................................................................................... 56 
3.1.  Introducción. ............................................................................................................... 56 
3.2. La función cme2_calcul_dinamicmodal.m. .................................................................... 57 
2.1. La función matriu_rigidesa_masa2. .......................................................................... 57 
2.2. La función análisis_modal. ........................................................................................ 60 
3.3. La función cme2_calcul_dinamic_adinamic.m. ............................................................. 61 
3.3.1. Cálculo de la ecuación diferencial con la función ode45. ........................................ 63 
3.3.2. Optimización y explicación de algoritmo utilizado. ................................................. 64 
3.3.3. Funcionamiento de la función cme2_calcul_adinamic.m. ....................................... 70 
CAPÍTULO 4 Verificación del programa .................................................................................... 73 
1. Introducción........................................................................................................................ 74 
2. Comparación de resultados. ................................................................................................ 75 
2.1. Viga bi-empotrada con carga tipo triangular ................................................................. 75 
2.2. Pórtico normal con carga dinámica constante aplicada. ................................................ 80 
2.3. Viga empotrada con resorte elástico en un extremo.  Precisión en función de los nudos 
considerados. ...................................................................................................................... 85 
2.4. Enrejado plano con barras articuladas. ......................................................................... 88 
2.5. Pórtico espacial con carga sinusoidal. El fenómeno de la resonancia con y sin 
amortiguamiento. ............................................................................................................... 94 
CAPÍTULO 5. Aplicación a un caso real ..................................................................................... 98 
1. Introducción........................................................................................................................ 99 
 vi 
 
2. Estructura a analizar. ......................................................................................................... 100 
3. Trabajo de campo. ............................................................................................................ 101 
4. Modelización de la estructura. .......................................................................................... 102 
5. Análisis modal. .................................................................................................................. 103 
6. Caso de aplicación de cargas dinámicas. ............................................................................ 106 
Conclusiones ......................................................................................................................... 112 
Bibliografía ........................................................................................................................... 115 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 1 
 
 
 
 
 
 
 
Introducción y objetivos 
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En el presente trabajo se ha desarrollado, mediante Maltlab®, un código de cálculo dinámico 
de sistemas lineales con múltiples grados de libertad con interfaz gráfica. El código se ha 
implementado en el programa CEM 2.0 - una mejora de diferentes estudiantes de las 
titulaciones de Ingeniería de Caminos, Canales y Puertos e Ingeniería de Obras Públicas del 
programa CEM, desarrollado originalmente por el profesor Dr.  Joan Baiges -.  
CEM 2.0 incluye un módulo de cálculo estático, otro de cálculo plástico y otro de inestabilidad. 
Con este trabajo se ha incluido un módulo de cálculo dinámico. El objetivo del programa es 
proporcionar una herramienta útil para complementar la docencia en las asignaturas de 
Resistencia de los materiales, que se imparten en la escuela.  
Una premisa para el desarrollo de este módulo ha sido que la interfaz sea intuitiva, cómoda y 
fácil de usar. De este modo, el programa se ha desarrollado con una interfaz gráfica, tanto de 
introducción de datos como de salida, clara y sencilla para que los futuros alumnos no tengan 
que hacer uso del manual primeramente. No obstante, la lectura de este es del todo 
recomendable, ya que hay detalles (sobre todo de presentación de resultados), que por su 
complejidad dejan de poder ser del todo intuitivos y la presentación de estos en la interfaz 
gráfica deja de ser eficiente. En estos casos (vectores y matrices grandes de resultados), se 
hace uso de la Command Window incorporada en Matlab®. 
Este documento se divide en cinco grandes partes, que tienen como objetivo plasmar el 
trabajo desarrollado. Dichas partes, denominadas capítulos, son: 
1. Síntesis de la teoría de Análisis Dinámico Matricial y sus métodos de resolución más 
conocidos. 
2. Elaboración del Manual de Usuario del módulo de Cálculo Dinámico en CEM 2.0. 
3. Descripción detallada de los códigos principales del programa, así como estructura 
general de este. 
4. Validación de resultados del programa con ejemplos en la bibliografía. 
5. Uso del programa para una estructura real. 
Al final se exponen las Conclusiones y la Bibliografía 
Cada capítulo se ha desarrollado con una numeración independiente de los apartados, como 
se puede observar en el índice.  
La numeración de las figuras y las tablas se ha llevado a cabo de la siguiente manera: en el 
primer índice se indica el capítulo en el cual pertenecen; mientras en el segundo se indica el 
orden en el cual ha aparecido en el capítulo. Por ejemplo, la Figura 5.2 es la segunda figura que 
aparece en el capítulo 5. 
Respecto a las referencias bibliográficas, tanto las citadas en el texto como en la Bibliografía, 
se ha seguido en todo momento la normativa española APA 2014. 
Finalmente, el código del programa adjunto a este trabajo contiene los comentarios que se 
han creído convenientes para facilitar su interpretación, así como ayudar a futuros 
desarrolladores y colaboradores del programa al entendimiento del capítulo 3 de esta obra. 
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CAPÍTULO 1. Estado del arte y elección 
del método 
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1. Introducción. 
 
La Dinámica de Estructuras estudia el efecto de las acciones externas que producen 
vibraciones en las construcciones. Pensemos en una plataforma de perforación localizada en 
algún océano, un tren que se desplaza sobre sus railes, un edificio moviéndose debido al 
efecto de un sismo. La importancia de la seguridad, comportamiento y confiabilidad de 
estructuras sujetas a cargas dinámicas crea la necesidad de análisis y pruebas extensas para 
determinar su respuesta. 
Sus inicios se remontan al siglo XIX con las investigaciones de Lord Rayleigh sobre los efectos 
del sonido en cuerpos elásticos. Actualmente, esta área de la mecánica se encuentra en un 
estado avanzado de desarrollo, pues ha sido capaz de establecer métodos de cálculo para 
estructuras lineales o no lineales sometidas a acciones deterministas o aleatorias. 
Aunque la mayoría de las estructuras de ingeniería civil pueden ser diseñadas considerando 
solo cargas estáticas, existen algunas excepciones. Adicionalmente, el hecho de que cada vez 
más se diseñen estructuras más atrevidas (más altas, más esbeltas, etc.), hace que éstas sean 
más susceptibles a efectos dinámicos. 
El objetivo de este capítulo es explicar brevemente la teoría de análisis dinámico con múltiples 
grados de libertad, utilizada para realizar el programa de Cálculo Matricial de Estructuras CEM 
2.0.  
En el apartado 2 se plantea la ecuación diferencial del problema dinámico. Los apartados 3 y 4 
complementan con información detallada el problema del apartado 2. Posteriormente en el 
apartado 5 se exponen los principales métodos para la solución del problema dinámico, 
explicando las ventajas e inconvenientes de cada uno. Después, en el apartado 6 se expone el 
método de solución elegido para nuestro programa: El método de Superposición Modal. 
Finalmente se explican los conceptos de Factor de participación modal y Masa modal efectiva 
en el último apartado. 
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2. Formulación de las ecuaciones del 
movimiento con MGDL. 
 
En el desarrollo de esta formulación, es práctico referirse a la viga simple mostrada en la Fig. 
1.1 como un ejemplo general. De todos modos, la discusión se aplica de la misma manera a 
cualquier estructura. 
El número de grados de libertad (componentes de desplazamiento numeradas) a considerar se 
deja a decisión de la persona que analiza el problema. En la figura 1.1 solo se asocia una 
componente de desplazamiento a cada nodo elegido de la viga. De todas formas, se pueden 
asociar varias componentes de desplazamiento en cada punto. Por ejemplo, la rotación 
  
  
 y los 
movimientos horizontales pueden ser usados como grados de libertad adicionales.  
 
Figura 1.1.  Descretización de una viga general. 
La ecuación del movimiento puede ser formulada expresando el equilibrio de las fuerzas 
efectivas asociadas con cada grado de libertad. En general, se consideran cuatro tipos de 
fuerzas en cualquier punto i: 
     fuerzas de inercia actuantes sobre las masas nodales. 
     fuerzas de amortiguamiento, de disipación de energía. 
     fuerzas elásticas. 
    fuerzas de cargas aplicadas externamente. 
Para cada grado de libertad el equilibrio de fuerzas es: 
                  
                  
……… 
                   
 
 
(1. 1) 
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Cuando las fuerzas se expresan matricialmente: 
                       
 
(1. 2) 
La ecuación 1.2 la escribimos por comodidad: 
              (1. 3) 
  
Cada una de las fuerzas de la izquierda de la igualdad se expresa convenientemente en función 
de los denominados coeficientes de influencia. Por ejemplo, la fuerza elástica desarrollada en 
el punto 1, depende de todos los desplazamientos en todos los puntos de la estructura, de 
forma que: 
                        (1. 4a) 
I en general, 
                        (1. 5b) 
 
En las expresiones 1.4 se ha asumido que el comportamiento estructural es lineal, por lo que 
se puede aplicar el principio de superposición. Los coeficientes de rigidez, se han definido 
como sigue: 
                                             
debido a un desplazamiento unitario en j 
(1. 5) 
 
En forma matricial podemos escribir: 
{
 
 
 
 
   
   
 
   
 }
 
 
 
 
 
[
 
 
 
 
                      
                    
                                  
                  
                                  ]
 
 
 
 
 
{
 
 
  
  
 
  
 }
 
 
   (1. 6) 
 
       (1. 7) 
 
Donde   es la matriz de rigidez de la estructura y   es el vector desplazamiento, que 
representa la forma desplazada de la estructura. 
De forma análoga a la ecuación 1.7  y asumiendo que el amortiguamiento depende de la 
velocidad (amortiguamiento viscoso), las fuerzas de amortiguamiento se pueden expresar: 
      ̇ (1. 8) 
  
Donde la matriz de coeficientes de amortiguamiento   se denomina matriz de 
amortiguamiento. La definición de estos coeficientes es: 
ci   uer a c rres  ndiente a la c  rdenada i 
debido a una velocidad unitaria en j 
(1. 9) 
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Las fuerzas de inercia se pueden expresar similarmente con un conjunto de coeficientes 
llamados coeficientes de masa.  Representan la relación entre la aceleración de los diferentes 
grados de libertad y las fuerzas resultantes de inercia. De manera análoga a la ecuación 1.7: 
      ̈ (1. 10) 
 
Donde la matriz de coeficientes de masa   se denomina matriz de masa. La definición de 
estos coeficientes es: 
                                             
debido a una aceleración unitaria en j 
(1. 11) 
 
Substituyendo las ecuaciones (1.7), (1.8) y (1.10) en (1.3): 
   ̈      ̇        = p(t)   (1. 12) 
 
La ecuación (2.12) expresa las n ecuaciones del movimiento que servirán para definir la 
respuesta de un sistema de MGDL. 
 
 
Para resolver esta ecuación se han desarrollado diversos métodos con niveles de complejidad 
diferentes. Se trata de una ecuación diferencial acoplada (conjunto de sub-ecuaciones 
diferenciales). Nótese que esta expresión es válida tanto para sistemas lineales como no 
lineales, aunque para estos últimos la matriz   no se puede definir como se ha definido hasta 
ahora, ya que no se puede aplicar el principio de superposición. En el siguiente capítulo se 
estudian las propiedades de las matrices        . 
3. Propiedades de las matrices estructurales. 
 
3.1. Matriz de rigidez. 
 
La matriz de rigidez se estudia en todos los cursos de análisis estático de estructuras. De 
hecho, hay que considerar que el análisis dinámico es una ampliación al análisis estático, por lo 
que la comprensión de este último es de gran utilidad.  
Utilizando el método de los elementos finitos, un coeficiente cualquiera de rigidez      se 
puede obtener mediante el Principio de los desplazamientos virtuales, aplicando un 
desplazamiento nodal unitario    en el nodo  .  
De esta forma, cualquier coeficiente de rigidez de una viga en flexión de longitud L se puede 
expresar como: 
    ∫        
  
 
 
     
        (1.13) 
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Donde las funciones   (x) son los polinomios que muestran la forma que coge una viga como 
en la Figura 1.2 cuando se aplica un desplazamiento unitario    (translación o rotación) en el 
nodo a. Estos polinomios son polinomios hermitianos cúbicos.  
 
Figura 1.2. Deformada de la viga debido a desplazamientos nodales unitarios en la esquina izquierda. 
En el caso especial de un segmento de viga uniforme como el de la Figura 1.2, la matriz de 
rigidez resultante de la Ecuación1.13 se puede expresar como: 
{
   
   
   
   
}   
   
  
[
   
   
    
    
      
     
     
      
   
     
] {
  
  
  
  
} (1. 14) 
  
En el caso de una barra en un espacio tridimensional la matriz de rigidez en ejes locales es de 
dimensión 12x12. Esto es, 6 grados de libertad por nudo. Ésta se puede considerar con sub-
matrices separadas.  
K
K aa K ab
K ba K bb
'
' '
' '






  (1. 15) 
  
Para barras con sus extremos rígidos tenemos que: 
 
 
 
 
 
  
 
K aa
EA
l
EIz
l
EIz
l
EIy
l
Iy
l
GIt
l
EIy
l
EIy
l
EIz
l
EIz
l
'
³ ²
³ ²
²
²


 
 

 
 






























0 0 0 0 0
0
12
0 0 0
6
0 0
12
0
6
0
0 0 0 0 0
0 0
6
0
4
0
0
6
0 0 0
4
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Para barras con extremo inferior rígido y superior articulado tenemos que: 
  
 
 
 
 
  
 
 
 
  
K ab
EA
l
EIz
l
EIz
l
EIy
l
Iy
l
GIt
l
EIy
l
EIy
l
EIz
l
EIz
l
'
³ ²
³ ²
²
²


 
 

 
 






























0 0 0 0 0
0
12
0 0 0
6
0 0
12
0
6
0
0 0 0 0 0
0 0
6
0
4
0
0
6
0 0 0
4
K ba K abT' '
K bb
EA
l
EIz
l
EIz
l
EIy
l
Iy
l
GIt
l
EIy
l
EIy
l
EIz
l
EIz
l
'
³ ²
³ ²
²
²


 
 

 
 






























0 0 0 0 0
0
12
0 0 0
6
0 0
12
0
6
0
0 0 0 0 0
0 0
6
0
4
0
0
6
0 0 0
4
K aa
EA
l
EIz
l
EIz
l
EIy
l
Iy
l
EIy
l
EIy
l
EIz
l
EIz
l
'
³ ²
³ ²
²
²


 
 
 
 


























0 0 0 0 0
0
3
0 0 0
3
0 0
3
0
3
0
0 0 0 0 0 0
0 0
3
0
3
0
0
3
0 0 0
3
K ba K abT' '
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Para barras con extremo inferior articulado y superior rígido se tiene: 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
K ab
EA
l
EIz
l
EIy
l
EIy
l
EIz
l
'
³
³
²
²
































0 0 0 0 0
0
3
0 0 0 0
0 0
3
0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0
3
0 0 0
0
3
0 0 0 0
K bb
EA
l
EIz
l
EIy
l
'
³
³



























0 0 0 0 0
0
3
0 0 0 0
0 0
3
0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
K aa
EA
l
EIz
l
EIy
l
'
³
³



























0 0 0 0 0
0
3
0 0 0 0
0 0
3
0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
K ba K abT' '
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Finalmente, para barras con ambos extremos articulados se tiene: 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
K ab
EA
l
EIz
l
EIz
l
EIy
l
EIy
l
'
³ ²
³ ²


 
 
























0 0 0 0 0
0
3
0 0 0
3
0 0
3
0
3
0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
K bb
EA
l
EIz
l
EIz
l
EIy
l
Iy
l
EIy
l
EIy
l
EIz
l
EIz
l
'
³ ²
³ ²
²
²


 
 
 
 


























0 0 0 0 0
0
3
0 0 0
3
0 0
3
0
3
0
0 0 0 0 0 0
0 0
3
0
3
0
0
3
0 0 0
3
K aa K bb
EA
l
' ' 




















0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
K ab K ba
EA
l
' ' 





















0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
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Cuando todos los coeficientes de rigidez de todos los elementos finitos de una estructura han 
sido evaluados, la matriz de rigidez de toda la estructura se puede obtener sumando los 
elementos de los coeficientes de rigidez apropiadamente. A este método se le denomina 
Método directo de la rigidez. En efecto, cualquier coeficiente de rigidez     de la estructura 
completa se puede obtener sumando los coeficientes de rigidez correspondientes a los 
elementos asociados con el respectivo punto nodal. Por ejemplo, si los elementos m, n y k 
están “t cand ” el  unt  n dal i de la estructura completa, el coeficiente de rigidez para este 
punto sería: 
 ̂    ̂  
      
  ̂  
      
  ̂  
      
 (1. 16) 
  
No obstante, para aplicar este principio de superposición aplicado en la Ecuación 1.16 el 
sistema tiene que estar expresado en un sistema común de coordenadas. Esto es, para un 
elemento cualquiera   de la estructura: 
 
 ̂        
   
     ̂       
   
   (1. 17) 
 
Donde la matriz   es la matriz de cambio de coordenadas locales a globales y  ̂        
   
es la 
matriz de rigidez de la barra   en coordenadas globales.  
Una vez encontrada  ̂        
   
de todas las barras de la estructura, se procede al ensamblaje de 
la matriz global aplicando el Método directo de la rigidez de la ecuación 1.16. La dimensión de 
esta matriz cuadrada es igual al número total de grados de libertad de la estructura. 
 
3.2. Matriz de masa y condensación estática. 
Estos conceptos son nuevos del análisis dinámico. Podríamos definir principalmente dos tipos 
de matrices de masa que se encuentran en la literatura: 
- Matriz de masa consistente (consistent mass matrix) 
- Matriz de masa concentrada (lumped mass matrix) 
La matriz de masa consistente se obtiene de manera similar de cómo hemos obtenido la 
matriz de rigidez. A partir del método de los elementos finitos, es posible evaluar la influencia 
de los coeficientes de masa para cada elemento de la estructura. Con este método, la matriz 
de masa no es necesariamente diagonal y sus coeficientes valen: 
    ∫       
 
 
           
 
(1. 18) 
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En el caso de una barra como la de la Figura 1.2 en un espacio tridimensional la matriz de masa 
en ejes locales es de dimensión 12x12. Esto es, 6 grados de libertad por nudo. En el caso en 
que ambos extremos sean rígidos, ésta se expresa como: 
  
   
   
(
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     
                   
       
   
   
   
 
          
            
         
              
         
        
         
          
        
                 
                   
                            
               
      
        
        
               
          
          
     
                   
       
   
   
   
 
          
            
         
              
         
        )
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                   
         
  
 
          
En el caso en que el extremo inferior sea rígido y el extremo superior articulado se escribe: 
  
   
   
(
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     
                        
      
   
   
   
 
          
                   
               
                  
          
          
         
          
          
               
                    
                              
                       
            
              
          
                  
                        
                    
     
                  
       
   
   
   
 
       
         
        
   
         
        )
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                   
En el caso en que el extremo superior sea rígido y el extremo inferior articulado se escribe: 
  
   
   
(
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     
                       
      
   
   
   
 
          
              
            
                  
           
           
         
          
          
               
                        
                            
                  
            
                  
                
                   
                         
                     
     
                     
      
   
   
   
 
       
            
        
   
       
    )
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Finalmente, para los dos extremos articulados tenemos: 
  
   
   
(
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     
                       
      
   
   
   
 
          
                    
               
                  
             
            
         
          
          
                 
                        
                                 
                        
            
                  
                
                   
                         
                     
     
                   
       
   
   
   
 
       
            
                
   
       
    )
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                   
 
De todos modos, el procedimiento más simple (sobre todo para el cálculo manual) para definir 
las propiedades de masa de cualquier estructura es asumir que la masa está concentrada en 
los puntos donde los desplazamientos translacionales están definidos. Con este método se 
obtiene la matriz de masa concentrada, que es diagonal, es decir: 
   
  [
   
   
 
 
 
   
         
] (1.19 ) 
 
Para ilustrar este concepto de masa concentrada tenemos el pórtico de la figura 1.3a. La mitad 
de la masa de cada miembro se sitúa en los extremos, como se muestra en la Figura1.3c. La 
suma de las cuatro contribuciones a la altura de la viga del pórtico actúan en dirección del 
grado de libertad de    . Esto es, las masas a la altura de la viga tienen asociadas un 
movimiento translacional (   . Los coeficientes de masa restantes tienen asociados grados de 
libertad translacionales, por lo que son igual a cero. Por lo tanto: 
      ̅    ̅      ̅      ̅    ̅  
 
  [
  ̅  
  
 
 
 
   
        
] 
 
(1. 20) 
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Figura 1.3. Análisis de la matriz de masa concentrada: a) Masa uniforme. b) Deformada debido a una aceleración 
 ̈  c)Masa concentrada. 
 
Como se puede deducir, el análisis de un sistema de masa consistente requiere un esfuerzo 
computacional considerablemente mayor que el de masa concentrada, especialmente por dos 
razones: 
1- La matriz de masa concentrada es diagonal, mientras la de masa consistente tiene 
elementos no nulos fuera de la diagonal. 
2- Mediante la condensación estática de la matriz de rigidez (que se explica a 
continuación) los grados de libertad rotacionales pueden ser eliminados usando un 
sistema de masa concentrada.  
También se puede observar que con un sistema de masa concentrada las propiedades de los 
elementos se pueden definir más simplemente y el número de coordenadas a considerar en el 
análisis también es más pequeño. La única ventaja que proporciona un sistema de masa 
consistente es que los resultados son más precisos, pero la diferencia no es significante, y el 
esfuerzo extra es notorio. 
Como se ha comentado, es necesario  eliminar los grados de libertad rotacionales de la matriz 
de rigidez cuando se usa un sistema de masa concentrada. Este proceso de eliminación se 
denomina condensación estática, y se explica a continuación. Notemos que, eliminando los 
grados de libertad rotacionales la ecuación 1.6 se puede expresar como: 
[
      
      
] {
  
  
}  {
   
   
}  {
   
 
} (1. 20) 
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Donde    y    representan las translaciones y las rotaciones respectivamente. Es evidente que 
si ningún vector-fuerza está actuando sobre ninguna componente rotacional,      . 
Entonces es posible escribir: 
   
     
   
   (1. 21) 
 
Substituyendo la ecuación 1.21 en la ecuación 1.20 se tiene: 
(    
      
   
)       (1. 22) 
Que podemos rescribir como: 
         (1.23) 
Donde: 
    (    
      
   
) 
 
(1.24) 
Es la matriz de rigidez translacional para un sistema de masas concentradas.  
 
3.3. Matriz de amortiguamiento. 
Si analizamos la matriz de amortiguamiento con el método de los elementos finitos, tal como 
se ha hecho con la matriz de rigidez, cualquier coeficiente de amortiguamiento para cualquier 
elemento tendría la forma: 
    ∫       
 
 
           
 
(1. 25) 
La matriz   de la estructura completa se podría obtener por un proceso de superposición 
equivalente al de la ecuación 1.13.  En la práctica, la evaluación de cualquier propiedad de 
amortiguamiento es impracticable. Por esta razón, el amortiguamiento se expresa 
generalmente en términos de factores de amortiguamiento establecidos a base de 
experimentos en estructuras similares.  
A menudo se hace la hipótesis de que la matriz de amortiguamiento sea una combinación 
lineal de las matrices de rigidez y de masa, de manera que: 
        (1. 26) 
 
Donde   y   son dos constantes que se obtienen en base a los dos primeros modos de 
vibración. Esta forma de expresar   se denomina amortiguamiento tipo Rayleigh y es un caso 
particular del amortiguamiento desarrollado por Caughey (1960), cogiendo 2 modos de 
vibración. 
La evaluación de la matriz   siguiendo este último método tiene cierta dificultad si se 
consideran n modos de vibración. Por este motivo, es conveniente aplicar el algoritmo 
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desarrollado por Wilson y Penzien (1972) para obtener la matriz  . Aunque para ayudar a 
entender el siguiente algoritmo que se presenta, se necesitan algunos conceptos que se 
expondrán más adelante en esta obra, se ha creído conveniente definir este tipo de 
amortiguamiento en este apartado. La matriz de amortiguamiento de Wilson y Penzien parte 
de la matriz de amortiguamiento ortogonal C, definida de la siguiente manera:  
 
               (1.26) 
 
Donde   es la matriz modal: 
  [                        ]  
 
                       
(1.27) 
 
 
 
  
[
 
 
 
 
  
  
   
 
  
       
   
              
    
   ]
 
 
 
 
 
   factor de amortiguamiento del modo i 
(1.28) 
  
  
[
 
 
 
 
   
   
   
 
  
       
   
              
                
    ]
 
 
 
 
 
    frecuencia natural del modo i 
(1.29) 
  
    
    (1.30) 
 
Donde       son matrices diagonales. 
Por otra parte, la matriz   se puede escribir de la siguiente manera: 
                (1.31) 
  
Remplazando la ecuación 1.31 en la 1.26: 
              (1. 32) 
 
Si la ecuación 1.30 se multiplica por     
  , se obtiene: 
    
    
 
                (1. 33) 
De donde: 
        
      (1. 34) 
De la misma manera de la ecuación 3.18 se obtiene: 
              
   (1. 35) 
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Si reemplazamos las ecuaciones 1.35, 1.34 y 1.26 en la ecuación 1.31 tenemos: 
         
            (1. 36) 
 
De donde se obtienen la matriz    , que define el amortiguamiento en cada modo de vibración 
i: 
   
      
  
     (  
  ) (1. 37) 
 
La matriz de amortiguamiento   se obtiene mediante: 
  ∑  
 
   
 (1.38) 
 
Los dos métodos comentados permiten diagonalizar la matriz  . Esto nos permite aplicar el 
análisis modal que se estudia en el apartado 6 de este capítulo, en el cual es posible desacoplar 
las ecuaciones diferenciales del problema dinámico. 
 
4. Frecuencias y modos naturales de 
vibración. 
 
Las frecuencias y modos de vibración naturales de la estructura se obtienen analizando el 
problema de vibración libre. Esto es, una estructura sin excitación dinámica, fuerzas externas o 
movimiento en los soportes. Por lo tanto, la vibración libre se inicia imponiendo un 
desplazamiento o una velocidad inicial. 
Para encontrar los modos y las frecuencias naturales de vibración, se considera la estructura 
sin amortiguamiento. Estos dos conceptos, juegan después un papel crucial en el análisis 
dinámico de sistemas lineales. 
Si retomamos la ecuación 1.12 y consideramos             tenemos: 
   ̈            (1. 39) 
La ecuación 1.39 representa n ecuaciones diferenciales homogéneas, donde n es el número de 
grados de libertad. La solución tiene que satisfacer las condiciones iniciales, esto es:  
                                   ̇   ̇    (1.40) 
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A continuación se soluciona la ecuación 1.39 de forma gráfica para ayudar al lector a entender 
el concepto de modo y frecuencia de vibración.  
Para encontrar los modos y las frecuencias de vibración analíticamente, se asume primero que 
el movimiento es harmónico simple, por lo tanto puede ser expresado como: 
    = ̂           (1.41) 
 
En esta expresión  ̂ representa la forma del sistema (nótese que no cambia con el tiempo, sino 
solo varia la amplitud),   la frecuencia angular y   el ángulo de fase. Substituyendo la ecuación 
4.3 y su segunda derivada en la ecuación 1.39 tenemos: 
      ̂               ̂              (1.42) 
  
Arreglando queda el siguiente problema de autovalores: 
        ̂ = 0 (1.43) 
 
 
 
  ̂       ̂  
  
                   
 
 
       ̂                   
 
 
 ̂                    
 
 
                           
   
(1.44) 
Donde  ̂  es el modo   de vibración y    es la frecuencia de vibración asociada. Como  ̂   , 
entonces el siguiente determinante tiene que ser cero:  
|     |    (1.45) 
 
La ecuación 1.45 es conocida como la Ecuación de la frecuencia. Se trata de una ecuación de 
grado n en un sistema que tiene n grados de libertad. Sus soluciones    
    
    
      
   
representan los cuadrados de las frecuencias de los n modos de vibración 
  ̂   ̂   ̂     ̂     Estas soluciones son todas reales y positivas ya que  y   son simétricas y 
definidas positivas.  
De la teoría de autovalores se puede deducir que el conjunto de  vectores   ̂   ̂   ̂     ̂   
son linealmente independientes. 
A continuación se expresa gráficamente la solución de la ecuación 1.39, con los modos y 
frecuencias propias de vibración. Consideremos una viga biempotrada, en la que se le ha 
impuesto un desplazamiento inicial en extremo. El movimiento de esta viga en un momento t 
es una combinación lineal de los autovalores, como se puede observar la Figura 1.4.  
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          ·                                                                                                                                                                                                             
 
 
 
 
Por lo tanto, el conocimiento de los  valores             en un instante de tiempo   resulta en 
el conocimiento de la deformada en ese instante.  
Nótese que si se cumple para una frecuencia  : 
(    
  )  ̂   = 0 (1.46) 
Entonces para todo número real b también se cumple: 
(    
  )  ̂     = (    
  )  ̂    0 (1.47) 
 
Con la ecuación 1.47 se puede observar que la amplitud de las vibraciones está indeterminada. 
Gráficamente esto significa que la forma de un modo se puede representar con infinitas 
amplitudes. Es decir que si  ̂  es un modo natural, cualquier vector proporcional a éste es el 
mismo modo natural (asociado a la misma frecuencia  ). 
Esto es que     ̂  linealmente dependientes que satisfacen la ecuación 1.43 para la 
frecuencia de vibración j. A veces es conveniente, especialmente en el desarrollo de programas 
por ordenador y por adquirir unas propiedades que después se nombraran, que el vector 
modo j de vibración  ̂  se normalice respecto la primera coordenada del modo de vibración, 
esto es: 
   
{
 
 
 
 
   
   
   
 
   }
 
 
 
 
 
 
 ̂  
{
 
 
 
 
 ̂  
 ̂  
 ̂  
 
 ̂  }
 
 
 
 
 
 
 ̂  
{
 
 
 
 
 
 ̂  
 ̂  
 
 ̂  }
 
 
 
 
 
Normalización del vector modo j de vibración 
 
(1.48) 
 
Modo 2, 𝜔  Modo 1, 𝜔  Modo n, 𝜔𝑛  Deformada en 
un instante t 
Figura 1.4. Interpretación de la solución de la ecuación diferencial de la dinámica en función de los modos de 
vibración. Realizado con el programa CEM 2.0. 
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Donde  ̂   es la componente del vector  ̂  más grande, es decir  ̂    ̂       [   ] y la 
primera componente  ̂    . Nótese que de esta forma los componentes del vector    son 
todos más pequeños que la unidad. La matriz compuesta por los n modos de vibración se 
define como: 
  [              ] =[(
      
      
 
   
   
   
          
)]  (1. 49) 
 
A continuación se enumeran las siguientes propiedades muy útiles en el posterior análisis 
estructural, conocidas como condiciones de ortogonalidad. Estas propiedades se pueden 
demostrar con la ley de Bety. 
 
 
 
  a) 
 ̂ 
    ̂                   
 
 ̂ 
     ̂                   
 
            
                                 
 
            
                                  
 
 
 
(1. 50) 
   
 
 
 
  b) 
 
            
                            
 
            
                                 
 
            
  (     )
 
                                   
 
 
 
 
(1. 51) 
   
  c)          (1. 52) 
 
Se asume que: 
 
  d)   
                         (1. 53) 
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5. Discusión de los métodos. 
 
Existen multitud de métodos para obtener la solución a la ecuación 1.3. Cada uno de estos 
métodos tiene ventajas y desventajas que dependen del tipo de estructura (lineal o no lineal) y 
carga. También están condicionados por el tipo de matriz de amortiguamiento c considerada, 
ya que condiciona la posibilidad de desacoplar las ecuaciones. Algunos son más precisos que 
otros, pero también necesitan más esfuerzo computacional.  
En resumen, los métodos clásicos se pueden resumir en los siguientes: 
- Método de superposición modal. 
- Método de solución paso a paso. 
- Método de análisis espectral. 
- Método en el dominio de frecuencias. 
En este capítulo se explican brevemente estos métodos y sus limitaciones. Finalmente, se 
razona qué método es el más conveniente para desarrollar el programa de cálculo dinámico de 
estructuras lineales tridimensionales con Matlab. 
 
5.1. Método de Superposición Modal. 
El método de Superposición Modal se puede aplicar tanto a estructuras lineales como no 
lineales, aunque con éstas últimas el análisis modal no se puede extrapolar fácilmente debido 
al acoplamiento de los modos durante la respuesta (Bozzo, 2004, p.103), un inconveniente que 
radica en un alto tiempo de cálculo. De manera práctica este método se limita, entonces, a 
estructuras lineales. 
Con este método se obtiene la respuesta completa, en su variación en el tiempo, de los 
desplazamientos de los nudos debidos a una fuerza dinámica aplicada. 
Para poder aplicar este método es condición indispensable diagonalizar la matriz c, esto es, 
considerar amortiguamiento clásico (o proporcional) (Aguilar, 2006). De cualquier forma, las 
condiciones en las que actúa el amortiguamiento en sistemas reales no suelen ser conocidas, 
lo que obliga a realizar esta hipótesis simplificada. 
Esta hipótesis permite desacoplar la ecuación 1.12 (se explica en el apartado 6 de este 
capítulo) y obtener un sistema de n ecuaciones lineales, donde n es el número de grados de 
libertad. De este modo, el problema se reduce a n problemas de un grado de libertad. Por 
consiguiente, n ecuaciones diferenciales de orden 2. 
Si además se añade que normalmente las fuerzas y sismos excitan a la estructura en sus 
frecuencias más bajas, se reduce el número de ecuaciones diferenciales a resolver 
significativamente (Wilson, 1996-2009), reduciendo el tiempo de cómputo. 
Por estos motivos, el método de Superposición Modal es el método ideal para estructuras 
lineales con amortiguamiento crítico considerado. Es un método que necesita relativamente 
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poco tiempo de cómputo. Esto es, solución de un problema de autovalores y solución de, 
como máximo, n ecuaciones diferenciales. Estas últimas son, normalmente, las que limitarán la 
potencia del programa. 
 
5.2. Métodos de solución paso a paso. 
Actualmente se han propuesto diferentes procedimientos de solución paso a paso (método de 
diferencias centrales, método de Hoûbolt, método de Wilson, método de Newmark, etc.). 
Todos ellos parten de la hipótesis de variación lineal de la aceleración  ̈ de respuesta del 
sistema durante el intervalo básico de discretización    (López, 1988, p.3.5).   
Esto es, se analiza la solución de la ecuación diferencial 1.12 (ecuaciones de equilibrio) para los 
tiempos           , etc. En la mayoría de métodos esto significa la solución de todo el 
conjunto de ecuaciones diferenciales en cada incremento (López, 1988).   
Como la respuesta se obtiene a partir de la obtenida en el instante anterior, los errores son 
acumulativos y pueden ser importantes si el análisis tiene una duración elevada. Por este 
motivo, los ingenieros deben de ser cuidadosos con la interpretación de los resultados (Wilson, 
1996-2009). 
Una dificultad que tiene este método es que la matriz de amortiguación   se tiene que definir 
explícitamente (Clough, 2003), en vez de un amortiguamiento proporcional (ver apartado 3 de 
este capítulo). En realidad, es muy difícil estimar las magnitudes de los coeficientes de 
amortiguación para toda la matriz de amortiguamiento. 
Por otro lado, el hecho de que la matriz de amortiguamiento se defina explícitamente puede 
resultar ventajoso porque incrementa la generalidad del método por encima del método de 
Superposición Modal (Clough, 2003).  
En el caso de análisis no-lineal puede ser necesario estimar la matriz de rigidez en cada 
instante de tiempo. Por ese motivo, los requerimientos de computación pueden llegar a ser 
elevados (ya que el problema cambia con el tiempo) y la respuesta puede ser inestable si el 
incremento de tiempo considerado no es suficientemente pequeño con respecto a los 
períodos de los modos de vibración de la estructura  (Salinas,-). 
En general, sería recomendable aplicar este método para el diseño de un programa de 
problemas totalmente generales (lineales y no lineales con amortiguamiento explicito). No 
obstante, no se escoge este método por dos razones. En primer lugar, el cálculo de la matriz de 
amortiguamiento explicita supondría una dificultad importante para los alumnos. En segundo 
lugar, el trabajo no tiene como objetivo analizar estructuras no lineales, por lo que el método 
de Superposición Modal es más ventajoso que este. 
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5.3. Método de análisis modal espectral. 
Este método implica solamente el cálculo de los desplazamientos máximos – y las 
aceleraciones máximas – en cada modo usando un espectro de diseño. Explicado brevemente, 
un espectro de diseño es un diagrama de la máxima respuesta (desplazamiento u otra 
magnitud cualquiera) a una función específica de la excitación (Paz, 1992). El eje x del 
diagrama representa la frecuencia natural del sistema, mientras el eje y la respuesta máxima. 
Una vez calculados estos valores máximos para cada modo, por ejemplo mediante un 
promedio ponderado y la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de los valores máximos; o 
mediante el método de la combinación cuadrática completa CQC; entre otros, se obtienen los 
valores más probables de desplazamientos y fuerzas. 
Este método ha tenido en los últimos tiempos una amplia aceptación y es especialmente útil 
para ingeniería sísmica (Paz, 1992). El método de Superposición Modal tiene la desventaja que 
el análisis se tiene que repetir para diferentes movimientos sísmicos para garantizar que se 
exciten todos los modos (Wilson, 1996-2009). No obstante, en este trabajo no se pretende 
introducir un análisis sísmico en el programa CEM 2.0. 
Adicionalmente, es un método que solo ofrece valores máximos y deja de ser del todo útil 
cuando se quiere crear un programa para complementar la docencia de los primeros cursos de 
análisis dinámico, ya que es interesante que los alumnos observen la respuesta temporal de la 
estructura. Por estos motivos, el método queda descartado. 
 
5.4. Método de dominio de frecuencias. 
Este método expresa las fuerzas externas en términos de serie de Fourier para determinar la 
respuesta de un sistema a fuerzas periódicas en el dominio de frecuencias, esto es: 
               ∑          ̅       
 
    
  ̅   (1.54) 
Donde  ̅  
  
 
 es la frecuencia de la función.         , son coeficientes que se pueden 
calcular integrando en un periodo el producto de la función periódica multiplicada por la 
función seno o coseno. 
La respuesta dinámica se obtiene, entonces, como la superposición de las respuestas para 
cada término de las componentes de la excitación expresada por la serie de Fourier. 
Despreciando la amortiguación: 
     
  
 
 ∑
 
    
  
  
 
      ̅  
  
 
   
 
    
  ̅   (1.55) 
 
El  método es muy efectivo para cargas periódicas. Las cargas no periódicas (que son objetivo 
de inclusión en el programa) tienen que ser transformadas al dominio de frecuencias con 
algoritmos especiales (Salinas,-). Esto requiere de un gran esfuerzo computacional y el método 
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deja de ser eficiente (Wilson, 1996-2009). No obstante, existe un algoritmo extremadamente 
eficiente, conocido como FFT, que puede economizar hasta 90% el tiempo que emplearía el 
ordenador (Paz, 1992). 
Finalmente, las matemáticas para la mayoría de ingenieros estructurales son muy difíciles de 
comprender. También las soluciones son difíciles de verificar (Wilson, 1996-2009). Por estos 
motivos, no se considera este método conveniente. 
 
5.5. Método seleccionado para CEM 2.0. Resumen. 
La elección del método para el módulo dinámico del programa de Cálculo Matricial de 
Estructuras (CEM 2.0) se ha llevado a cabo considerando los siguientes aspectos: 
- Se consideran estructuras tridimensionales de barras con propiedades lineales. 
- Las cargas dinámicas aplicadas sobre la estructura son sinusoidales, constantes o 
triangulares de la forma de la Figura 1.5: 
 
Figura 1.5. Forma de la carga triangular a considerar en el programa. 
- El objetivo del programa es complementar la docencia en las asignaturas de Cálculo de 
Estructuras de la escuela. 
A pesar de que el método de análisis modal espectral es muy usado en la actualidad para el 
diseño de estructuras y es realimente eficiente (cálculo relativamente rápido), con éste solo se 
obtienen las respuestas máximas. Este hecho limitaría la capacidad didáctica del programa, ya 
que los alumnos no podrían estudiar la evolución temporal del movimiento.  
Por otro lado, como ya se ha comentado, el método de dominio de frecuencias deja de ser 
eficiente para cargas constantes o triangulares y sus matemáticas son muy complejas. 
Los métodos de paso a paso crean sistemas rígidos de ecuaciones diferenciales. Aunque es 
verdad que Matlab dispone de funciones para su cálculo, estos siempre serán menos eficientes 
que si desacoplamos el conjunto de ecuaciones. Además, la matriz de amortiguamiento 
explícito es muy difícil de calcular. 
Finalmente, el método de Superposición Modal es un método eficaz para sistemas lineales. 
Matlab ofrece funciones relativamente rápidas para el cálculo de ecuaciones diferenciales 
desacopladas, sobre todo para frecuencias propias bajas (normalmente las más significativas). 
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Además, sus soluciones son relativamente precisas y fáciles de interpretar para su 
representación gráfica.  
Por consiguiente, el método de Superposición Modal se ha considerado el método más 
apropiado para el desarrollo de nuestro programa. Adicionalmente, este método tiene las 
siguientes ventajas: 
- La representación de los modos de vibración ayuda a los alumnos a observar todos los 
movimientos posibles de la estructura. 
- El análisis respuesta-tiempo que permite este método ayuda a los alumnos a observar 
las diferentes respuestas en función del tipo de carga aplicada. Además, pueden sacar 
sus propias conclusiones para cada carga al comparar con el módulo de cálculo 
estático ya incluido en el programa. 
- Los alumnos pueden observar el fenómeno de la resonancia en las estructuras, así 
como las propiedades que deben mejorar o cambiar para evitarla. 
- Permite a los alumnos realizar experimentos y constatar en qué casos, si no se 
consideran las frecuencias altas de vibración en una estructura y las correspondientes 
formas de modo en la respuesta de un sistema, no se introducirán casi errores. 
- El programa sirve para corregir sus propios ejercicios realizados en clase, ya que 
normalmente están hechos aplicando este método. 
Por último, debido a la eficiencia de Matlab® para calcular el problema de autovalores, se ha 
considerado la matriz de masa consistente. Esto no supone una pérdida significante de 
eficiencia en el programa y no eliminamos los grados de libertad rotacionales. Por 
consiguiente, la representación gráfica es más cuidadosa. Se considera amortiguamiento 
crítico (proporcional a la masa y a la rigidez), con el fin de desacoplar el sistema de ecuaciones 
diferenciales. 
En el próximo capítulo se explica detalladamente el Método de Superposición Modal que se ha 
utilizado en el programa. 
6. El método de Superposición Modal. 
 
El método de Superposición Modal permite solucionar el sistema de ecuaciones diferenciales 
acopladas de la ecuación 1.12. El método permite desacoplar el sistema considerando 
amortiguamiento crítico. 
Considero de gran utilidad repasar el siguiente teorema del algebra que se expone a 
continuación: 
                                                                            
                                                                                 
Por lo tanto,   de la ecuación 1.49 forma una base de   , donde n es el número de grados de 
libertad de la estructura. De esta manera, podemos afirmar que cualquier forma que coja la 
estructura será una combinación lineal de los modos de vibración estudiados en el capítulo 4. 
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Nótese que a más grados de libertad escogidos, más se aproximará a la forma real de la 
estructura y menor será el error. Por otro lado, más será el esfuerzo computacional. 
El vector desplazamiento entonces se puede expresar como: 
                      
 
      
 
(1.56) 
Donde     es la amplitud modal. Multiplicando la ecuación 1.56 por   
   tenemos: 
  
       
          
            
        
 
(1.57) 
Usando las propiedades de ortogonalidad de la ecuación 1.50 para     los términos se 
anulan. Entonces las ecuación 1.57 queda: 
  
       
        (1.58) 
Arreglando: 
    
  
    
   
   
  
 
(1.59) 
Nótese que como el vector   depende del tiempo, las coordenadas     también dependen del 
tiempo. Conclusión trivial si se sigue el desarrollo gráficamente. 
Retomemos ahora la ecuación 1.12 y le aplicamos la ecuación 1.56 y sus respectivas derivadas. 
Entonces queda: 
    ̈        ̇              = p(t)   (1.60) 
 
Si se multiplica la ecuación anterior por  
  : 
  
     ̈      
     ̇       
           =  
  p(t)   (1.61) 
  
Si desglosamos la ecuación 1.61 y procedemos igual que en la ecuación 1.57 los términos en 
los cuales     se anulan: 
  
      ̈       
      ̇        
             =  
  p(t)   (1.62) 
 
Ahora los siguientes símbolos se definen: 
      
      
     
     
      
         
    
        
  p(t)   
(1.63a) 
(1.63b) 
(1.63c) 
(1.63d) 
 
Donde    representa la de masa modal del modo n;    el coeficiente modal de 
amortiguamiento en el modo n;    representa la rigidez modal del modo n y    representa la 
fuerza modal del modo n. 
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La segunda igualdad de la ecuación 1.63c se obtiene a partir de la ecuación 1.43.  
Entonces podemos escribir la expresión 1.62 como: 
    ̈         ̇                =        (1.64) 
 
 Y substituyendo la ecuación 1.63c: 
    ̈         ̇        
           =        (1.65) 
 
Si consideramos el amortiguamiento de Wilson y Penzien explicado anteriormente: 
             (1.66) 
 
Podemos escribir la ecuación 1.64 como: 
 ̈             ̇        
          = 
     
  
                 n 1,2,…,N  (1.67) 
 
La ecuación 1.67 forma un conjunto de ecuaciones diferenciales desacopladas, es decir, 
independientes. Nótese que una ecuación cualquiera n depende de variables a priori 
estudiadas y conocidas: 
- De la frecuencia de vibración del modo n, esto es   (problema de vibración libre). 
- Del factor de amortiguamiento   , que se obtiene experimentalmente. 
- De  , esto es del modo n de vibración    y de la matriz de masa m. 
 
Así pues, el problema restante es resolver la ecuación diferencial 1.67, que se puede resolver 
analíticamente en el dominio del tiempo (integral de Duhamel) y el dominio de frecuencias.  
Numéricamente, Matlab utiliza el método de Runge-Kutta-Fehlberg (función ode45), un 
algoritmo de análisis numérico para la resolución de ecuaciones diferenciales. Se trata de un 
método iterativo que realiza una estimación del error cometido para corregir de manera 
automática el valor de paso de integración original.  
 
7. Factor de participación modal y masa 
modal efectiva. 
 
A continuación se definen y se explican brevemente el Factor de Participación Modal y el 
Factor de Masa Modal Efectiva. 
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Sea   el vector de influencia que representa los desplazamientos de las masas debido a un 
movimiento unitario impuesto, tal que              Se define el vector de coeficientes   
como: 
        (1.68) 
 
El factor de participación del modo   es: 
   
  
  
  (1.69) 
 
La masa modal efectiva  del modo   es: 
       
  
  
  (1.70) 
 
La suma de todas las masas modales efectivas es la masa total del sistema. Cuando se realiza 
un análisis dinámico, normalmente solo se calculan los primeros modos de vibración más 
representativos. La suma de estos modos se denomina Factor de masa modal efectiva 
acumulado (CEMPF en el programa), esto es: 
      ∑       
                
   
  (1.71) 
 
Por otro lado, se define el Factor de Participación de Masa Efectiva de un modo   cualquiera 
como: 
      
      
∑       
 
   
  (1.72) 
 
Si el CEMPF se compara con la masa total del sistema, nos proporciona información de la 
cantidad de masa que se está considerando en el análisis realizado.  Por eso es útil definir el 
CEMPF en términos de tanto por uno. Esto es: 
       
∑       
                
   
∑       
 
   
  (1.71) 
 
Su valor mínimo admisible depende de la estructura y varía según el autor. Se pueden definir 
       de toda la estructura, así como para cada dirección     o  . 
Adicionalmente, el EMPF nos proporciona información de la cantidad de masa que aporta un 
modo de vibración a un movimiento. Todas las masas con un EMPF>0,01 deberían ser 
consideradas en el cálculo, a efectos de no despreciar modos que puedan producir resonancia 
[Martínez, 2013]. No obstante, este criterio varía según autor y según la estructura. 
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CAPÍTULO 2. Manual de Usuario CEM 
2.0- Análisis Dinámico 
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1. Introducción. 
 
El programa de Cálculo de Estructuras Matricial CME2.0, es un programa desarrollado 
originalmente por Joan Baiges Aznar. Posteriormente éste fue mejorado por los alumnos 
Sergio Guerrero Miralles (autor del Cálculo Estático), Àngel Guash Duran (autor del Cálculo 
Plástico) y Manuel Gil (autor del Cálculo Inestabilidad) como trabajos de fin de carrera de 
Ingeniería de Obras Públicas, Ingeniería de Caminos, Canales y Puertos e Ingeniería de la 
Construcción respectivamente. 
La última mejora, a fecha de 15 de Junio de 2015, ha sido la implementación de Cálculo 
Dinámico de estructuras, por Cristian Mateos Ribera, alumno de Ingeniería de la Construcción.  
El presente manual tiene como objetivo explicar los pasos para dar uso y sacar rentabilidad al 
apartado de Cálculo Dinámico. Para el funcionamiento global del programa, está disponible el 
Manual de Usuario general del programa. 
El método utilizado para el cálculo dinámico es el denominado Método de Superposición 
Modal.  
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2. Breve repaso del funcionamiento del 
programa. 
 
Para abrir el programa hay que abrir el archivo cme2.m, situado en la carpeta del código (se 
necesita tener Matlab® instalado en el ordenador). Posteriormente hay que ejecutarlo 
haciendo clic en el botón Run de Matlab (situado en la pestaña superior del programa). Se 
presentará la interfaz de la Figura 2.1. El idioma del programa es catalán. En la esquina 
superior izquierda se pueden observar los botones de la creación de la estructura. Justo debajo 
se observan los botones para elegir el módulo de cálculo.  En nuestro caso se debe escoger el 
módulo de Cálculo Dinámico. 
 
Figura 2.1. Interfaz gráfica principal. 
Para la creación de la estructura se crean primero los nudos, con las condiciones de contorno 
deseadas tal y como se explica en el Manual de Usuario general. Las unidades tienen que ser 
coherentes en todo el programa, el código no hace ninguna conversión.  
Posteriormente se crean las barras. Aquí se puede comentar que se ha introducido una nueva 
variable: la densidad. Sus unidades son de masa/volumen. 
Como se puede observar, el programa permite modificar y borrar los nudos, barras e incluso 
las cargas ya dispuestas, mediante el botón borrar (         ). 
Para guardar o abrir un archivo, simplemente hay que clicar en Arxiu-Guardar y Arxiu-Obrir 
respectivamente. 
Se recuerda que la introducción de decimales con Matlab se lleva a cabo con el uso del punto y 
n  de la c ma. Para ex resar númer s c m  ``  tencias de 10’’ se hace us  de la letra e. 
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3. Análisis modal. 
3.1. Introducción de datos. 
Una vez creada la estructura, para el análisis modal se clica Càlcul dinàmic Anàlisis modal. Se 
despliega el panel de Análisis modal, el de la Figura 2.2.  En este panel se 
pide al usuario dos variables: 
- Número de modos (Nºmodes): primer n modos que el usuario 
quiere calcular. El número máximo es igual al número de grados 
de libertad de la estructura. 
- Oscilación máxima (Oscil·lació màxima): Oscilación máxima de 
los modos de vibración a calcular. El programa 
multiplica el vector propio (modo de vibración) 
normalizado  por el valor introducido como oscilación 
máxima por el usuario. Se trata de la oscilación máxima 
de los nudos, y no de la estructura completa.  
Una vez se ha introducido las dos variables, se procede 
al cálculo. Para ello el usuario debe clicar en el botón Calcular. Si aparece 
algún error mirar el apartado de Errores. 
 
3.2. Análisis de los resultados. 
Una vez calculados los modos de vibración con el botón Calcular, aparecen en 
la parte derecha de la pantalla (Panel Modal) las frecuencias de vibración 
asociadas y ordenadas de menor a mayor en  grupos de 10, como se puede 
observar en la Figura 2.3. Para pasar al siguiente grupo (frecuencias propias 
más altas) clicar el botón >>. Para pasar al grupo anterior clicar el botón <<. 
Para observar la representación gráfica de un modo de vibración el usuario 
debe clicar sobre el ``b tón’’ justo delante de cada frecuencia de vibración.  
Para cambiar de vista de la estructura el usuario puede hacer uso de los botones  
, en el menú superior del programa. Para controlar la vista 3D el usuario puede 
hacer uso de las flechas del teclado (girar la vista) y de la ruedecita del ratón (zoom hacia 
donde indica el puntero del ratón). 
El usuario puede observar el modo de vibración numéricamente en la Command Window de 
Matlab justo después de clicar sobre el ``b tón’’ situado delante de cada frecuencia de 
vibración.  El vector está expresado en coordenadas locales de los nudos, ordenados de menor 
a mayor. Por ejemplo, para una estructura con n nudos se tendría: 
Figura 2.2. Panel   
Análisis Modal. 
Figura 2.3. 
Frecuencias de 
vibración 
calculadas. 
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De esta forma quedan claramente definidos los vectores propios para cualquier estructura, sin 
que el usuario tenga que interpretar los grados de libertad. 
De manera análoga, el usuario puede observar la frecuencia de vibración con 15 decimales en 
la Command Window (en caso que los precise). En la interfaz gráfica se muestran con 4 
decimales, los cuales se han considerado más que suficientes. 
 
3.3. Posibilidades de cálculo. 
El análisis modal permite hacer dos tipos de cálculo: 
1. Cálculo considerando todos los grados de libertad posibles de los nudos. Esto es, sin 
ninguna restricción a parte de las de contorno establecidas por el usuario. Para este 
tipo de cálculo el usuario no tiene que dibujar ninguna fuerza en la estructura. 
2. Cálculo considerando los grados de libertad solo en el plano de la estructuras (para 
estructuras planas o de una dimensión). Para este tipo de cálculo el usuario tiene que 
dibujar una fuerza en el plano de la estructura. En caso de que se defina una fuerza 
perpendicular al plano de la estructura se calculará como en el caso 1. 
El programa considera las barras extensibles, menos en estructuras con una dimensión (vigas 
en un eje), como por ejemplo una viga biempotrada.  
Ejemplo 
Consideramos el pórtico plano de la Figura 2.4. Si se calculan los modos de vibración tal y como 
está definida, esto es, sin ninguna carga, se considerarán los 6 grados posibles de libertad (tres 
desplazamientos y tres giros) de los nodos 2 y 3. Consiguientemente la estructura es 
considerada por tener 12 modos de vibración. 
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Figura 2.4. Pórtico plano creado con el programa CEM 2.0. 
Consideremos ahora la misma estructura pero con una carga horizontal en el eje x en el nudo 
3, como en la Figura 2.5. En este caso al tratarse de una estructura plana y aplicar una fuerza 
en su plano nos situamos en la opción 2. Esto es, el programa limitará los grados de libertad de 
la tercera dimensión. En este caso los nudos solo tienen 3 grados de libertad. 
Consiguientemente la estructura tiene como máximo 6 modos de vibración. 
 
Figura 2.5. Pórtico plano con carga en su plano. 
Por último, consideremos el mismo pórtico pero con una carga en el nudo 3 perpendicular a 
éste, como se puede observar en la Figura 2.6. En este caso estamos en la opción 1. 
Consiguientemente se considerarán los 6 modos de libertad en cada  nudo, como en el caso sin 
carga. 
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Figura 2.6. Pórtico plano con carga perpendicular a este. 
 
Observaciones 
El programa intenta englobar todos los casos posibles para el cálculo del análisis modal. El 
objetivo es proporcionar una herramienta lo más completa posible. No obstante, como todo 
programa con cierta complejidad, ésta se puede convertir en un aspecto negativo para el 
usuario. Una de ellas es la consideración de que las barras sean extensibles. 
Pongamos por ejemplo el mismo pórtico plano de la Figura 2.4. Para un alumno universitario 
que estudia el primer curso de Análisis dinámico de Estructuras, seguramente considerará el 
alargamiento de las barras nulo. En su cálculo también se eliminará la tercera dimensión. Por 
lo tanto, su cálculo resultará en 4 modos de vibración. 
Como se ha visto en el ejemplo, nuestro programa calculará como mínimo 6 modos de 
vibración, variando los resultados más o menos en función de las propiedades de las barras. 
Por lo que el alumno debe darse cuenta del porqué de esta variación y poner una solución. 
Una solución posible aquí podría ser variar las condiciones de contorno de los nudos 2 y 3. Se 
podrían considerar, por ejemplo, los nudos 2 y 3 como carritos inclinados horizontales como 
en la Figura 2.7. De esta forma, se elimina el grado de libertad no deseado (las barras no se 
estiran). La solución en este caso es exacta a la del alumno. 
Otra solución posible sería definir la constante elástica K en el eje z muy elevada y nudos libres 
(opción desplaçaments elàstics i nus lliure en las condiciones de contorno del nudo). A pesar de 
que estrictamente no es correcto, el error cometido es muy pequeño para constantes K muy 
elevadas. 
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Figura 2.7. Pórtico plano sin considerar el alargamiento de las barras. Se ha añadido un carrito inclinado a los 
nudos 2 y 3. 
 
4. Análisis respuesta dinámica. 
4.1. Definición de cargas dinámicas.  
 
El programa CEM2.0 solo permite introducir cargas dinámicas 
en los nudos. Cualquier carga estática tanto en nudos como 
en barras será despreciada por el programa. No obstante, 
éste le avisará con un mensaje al clicar el botón Calcular 
como el de la Figura 2.8, solo en el caso de haber cargas 
estáticas. 
La definición de cargas sobre los nudos se hace de igual forma 
que en el Cálculo Estático. Esto es, primero se hace clic en  
del panel superior y luego sobre el nudo deseado, donde se aplica la carga. Se abrirá la  
ventana de definición de cargas de la Figura 2.9.  
El programa permite introducir fuerzas puntuales y momentos puntuales en todos los ejes. Se 
permiten definir las siguientes fuerzas dinámicas: 
Figura 2.9. Ventana de definición de 
cargas dinámicas. 
Figura 2.8. Ventana de información de cargas estáticas. 
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- Sinusoidal: Es del tipo:                  . Para definir este tipo de fuerza el 
usuario debe hacer clic en Sinusoidal. Se desplegará una caja para introducir la 
frecuencia de oscilación de la fuerza (  ), como el de la Figura 2.11. 
- Constante: Es el caso de cuando se aplica una carga repentina a una estructura y ésta 
se mantiene. Para definir este tipo de fuerza el usuario debe hacer clic en Constant. 
- Triangular: En este caso el usuario puede definir una carga como la de la Figura 2.10. 
Para definir este tipo de fuerza el usuario debe clicar en Triangular. Se desplegarán 
cuatro cajitas para la introducción de los 4 intervalos que definen este tipo de carga 
(Figura 2.12). El usuario puede omitir cualquiera de los intervalos de carga definiendo 
el tiempo inicial y final del intervalo iguales. 
 
Figura 2.10. Carga triangular que se puede definir en el programa. 
 
 
 
  
 
 4.2. Introducción de datos en el panel. 
Una vez creada la estructura, para el análisis de la respuesta dinámica se clica Càlcul dinàmic 
Anàlisis dinàmic. Se despliega el panel de Análisis dinámico, el de la Figura 2.13.  En este panel 
se pide al usuario las siguientes variables: 
- Nº modes: número de modos a considerar en el cálculo de la respuesta dinámica. 
- Factor de amortiguamiento    crítico. Se considera de la siguiente forma en la 
ecuación desacoplada del análisis dinámico: 
 ̈             ̇        
          = 
     
  
                 n 1,2,…,N  (2.1) 
 Para todos los modos de vibración se considera el mismo amortiguamiento. Para el 
caso sin amortiguar escribir      
Figura 2.11. Opción carga 
dinámica sinusoidal. 
Figura 2.12.  Opción carga  
dinámica triangular. 
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- Escala: escala de la representación gráfica. Multiplica el vector 
respuesta por el número introducido. Para escala=1 la 
representación es a escala real.  
- Tiempo inicial: tiempo inicial de cálculo para la representación 
gráfica. 
- Tiempo final: tiempo final de cálculo para la representación 
gráfica. Como más grande es este, más grande es el tiempo de 
cómputo. 
- Intervalo dt: Intervalo de cálculo. Cuanto más pequeño mas 
lento se moverá la estructura, pero los movimientos serán más 
precisos. Si la estructura se mueve muy rapido, es recomendable 
bajar este valor y a la inversa. Es importante notar que este 
intervalo no tiene nada que ver con el tiempo de paso de la 
solución de la ecuación diferencial (Runge-Kutta45) y por lo 
tanto no afecta al tiempo de cálculo. 
Las siguientes variables son opcionales, y solo se precisan si el usuario 
quiere una gráfica respuesta-tiempo de algún nodo (realmente útiles 
para realizar informes): 
- Nºnus: número de nudo a representar en una gráfica que 
aparecerá en una ventana a parte.  
- Escollir: escoger el movimiento deseado para representar de 
entre los posibles en el desplegable. También ofece la 
posibilidad de representar los desplazamientos o giros máximos. 
Para estructuras grandes o fuerzas que exciten muy pocos modos de 
vibración el cálculo puede ser lento. Para ello se ha dispuesto la opción 
de optimización en la parte inferior del panel. Su funcionamiento esta explicado en el apartado 
4.5. Optimización del cálculo. Este considera los Factores de Masa Efectiva para determinar 
que modos són más excitados que otros.  
Una vez se ha introducido todas las variables, se procede al cálculo. Para ello el usuario debe 
clicar en el botón Calcular.  
Si aparece algún mensaje de error, la solución normalmente está incluido en este. En caso de 
que se produzca un error y no aparezca ningún mensaje avisando de este, por favor, 
compruebe que todos los datos introducidos son correctos y que tienen sentido. Revise que 
los decimales se hayan introducido mediante puntos y no comas. 
Una vez los modos y las frecuencias de vibración han sido calculadas, aparecerá un mensaje 
(``Calculand …’’) indicando que se ha empezado a calcular la ecuación diferencial. Para 
estructuras muy grandes, puede ser de utilidad para el usuario observar la Command Window 
de Matlab mientras se están calculando. Esta informa del progreso de cálculo.  
Cuando acabe el cálculo aparecerá el tiempo que se ha requerido en un mensaje. Clicando 
``Ok’’ en este mensa e em ie a la re resentación gráfica del movimiento. 
Figura 2.13. Panel de 
análisis dinámico. 
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Nota sobre las gráficas r-t: El programa siempre dibuja la gráfica en la ventana con el nombre 
Figure 2. Consiguientemente, si el usuario no cierra esta ventana, podrá representar tantos 
movimientos como desee en la misma gráfica. Si se desea representar en diferentes gráficas, 
simplemente hay que cerrar la ventana con nombre Figure 2. 
 
4.3. Posibilidades de cálculo. 
El análisis dinámico permite hacer dos tipos de cálculo: 
1. Cálculo de la respuesta dinámica en el intervalo de tiempo deseado por el usuario. 
Para ello el usuario debe de introducir un tiempo inicial menor que el tiempo final.  
2. Cálculo de la respuesta dinámica en un momento de tiempo concreto. Para ello el 
usuario tiene que escribir el mismo tiempo inicial y final. 
 
4.4. Análisis de resultados. 
Los resultados se presentan de forma gráfica en la interfaz de usuario y de forma numérica en 
la Command Window de Matlab®. Ambas permiten crear informes satisfactorios. 
El usuario puede observar el movimiento de la estructura en el intervalo de tiempo 
introducido en la gráfica de la interfaz de usuario. En el caso de deformaciones pequeñas 
inapreciables, se debe de aumentar la escala para poder verlas. Para escalas muy grandes se 
pueden producir deformaciones extrañas en los alrededores de los nudos debido a que los 
giros no crecen de forma proporcional a los desplazamientos. Para resultados cualitativos es 
conveniente aumentar la fuerza en vez de la escala. 
También se pueden observar, en caso de que el usuario lo haya deseado (opción gráfica r-t en 
el panel), la gráfica respuesta-tiempo seleccionada. Esta gráfica aparece en una ventana nueva 
(separada de la interfaz de usuario). Es especialmente útil para el redactado de informes y para 
entender las gráficas de los libros de dinámica estructural, ya que la gráfica se va creando al 
mismo tiempo en que la estructura se mueve. 
Además es posible obtener la respuesta máxima de cada grado de libertad durante el intervalo 
de tiempo seleccionado. El usuario puede observar estas respuestas máximas al finalizar toda 
la representación dinámica del movimiento en la Command Window bajo el nombre 
valors_maxims_primeracolumna_temps_segonacolumna_desplacament.  
En la segunda columna de este vector se representan las respuestas máximas de cada nudo.  
Está ordenado del nudo menor al nudo mayor y expresado en coordenadas locales. La primera 
columna representa el tiempo asociado a cada desplazamiento máximo. Para el caso de una 
estructura con n nudos, se tiene: 
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Donde   representa el vector columna tiempo. 
En caso de estructuras con muchos nudos, este último vector mencionado puede tener 
dimensiones muy grandes, por lo que sería difícil su interpretación. Para ello, se muestra otra 
variable en la Command Window denominada valors_max_1acolumna_numeronode_2 
acolumna_t_3acolumna_desp., que muestra solo el desplazamiento máximo de toda la 
estructur.  La primera columna indica los nudos donde se han producido el desplazamiento 
máximo de la estructura. La segundo su tiempo. Finalmente, la tercera su valor. 
Por otro lado, en el caso de haber escogido la opción de optimización, CEM 2.0 le avisará con 
un mensaje cuando se hayan calculado el factor de participación modal (Ecuación 1.69) y el 
factor de participación de masa efectiva (Ecuación 1.72) de cada modo más representativo. 
Estos se mostraran junto a sus frecuencias de vibración asociados en la Command Window. 
Para más detalles sobre la opción de optimización consulte el punto 4.5. 
Finalmente, al final del cálculo, también se muestra para cada modo un porcentaje (tanto por 
uno) de participación dinámica a la respuesta máxima de la estructura. Este porcentaje 
significa que contribución a la respuesta máxima de la estructura ha tenido cada modo de 
vibración. 
 
4.5. Optimización del cálculo. 
Con el método de Superposición Modal se calcula la respuesta 
mediante una combinación lineal de los modos de vibración. Cuando se 
aplica una fuerza a una estructura, solamente se excitan algunos modos 
de vibración. Para los modos poco o no excitados, la solución de la 
ecuación diferencial de equilibrio es cercana a cero. En estos casos 
Matlab® requiere mucho tiempo de cálculo. 
Teniendo en cuenta esto, resulta obvio eliminar estos modos de 
vibración no excitados para reducir considerablemente el tiempo de cálculo. CEM 2.0 ofrece 
Figura 2.14. Cajitas que 
aparecen al activar  la 
opción de optimización 
para la introducción de 
datos 
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esta posibilidad mediante la opción Optimizació situada en la parte inferior del panel de 
Análisis dinámico (Figura 2.13). Al activar esta opción aparece una cajita para la introducción 
de los datos(Figura 2.14). 
Los datos a introducir son los siguientes: 
- CEMPF(Ecuación 1.71): Criterio de Factor de Participación de Masa Efectiva acumalada 
mínima aceptable para el cálculo. Valores entre el 80 y el 90% se suelen considerar 
buenas aproximaciones [Martinez,2013], [Srinivasan, 2013]. No obstante, valores 
óptimos para reducir el tiempo de cálculo varían enormemente entre unas estructuras 
y otras. Introducir valores en tanto por uno. 
- EMPF(Ecuación 1.72). Mínimo Factor de Massa efectivo para que un modo sea 
considerado en el cálculo. Asegura que no haya efecto de resonancia. Un valor 
aceptable es un 1% [Martinez,2013]. Introducir valores en tanto por uno. 
Nota1: El error cometido no es corregido. 
Nota2: El val r intr ducid  en “Nº m des” siem re será c ndición a licable. P r l  tant , si se 
intr duce un númer  de m d s en “Nº m des”, c n el cual el CEMPF no es alcanzado, no se 
aumentar el número de modos automáticamente. Esto permite un análisis con más 
posibilidades, ya que siempre se puede subir en número de modos a calcular manualmente. 
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CAPÍTULO 3. Explicación del código en 
Matlab 
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1. Introducción. 
Este capítulo pretende explicar el desarrollo del código del programa, explicando sus 
funciones, variables y su funcionamiento. Para la comprensión de este capítulo se requieren 
ciertas nociones de Matlab de MathWorks, Inc. He creído oportuno prescindir de la explicación 
del lenguaje de programación en esta obra por dos motivos: El primero es que no me aportaría 
nada nuevo a mí, como aprendiz, ni a vosotros, como lectores, reproducir lo que ya está 
explicado detalladamente y con videos en miles de obras y en internet; y segundo, porque 
cualquiera que no entienda algún tecnicismo de este apartado puede encontrarlo explicado sin 
ninguna dificultad en libros especializados de Matlab y en tutoriales en la red. 
Tal y como se ha comentado en la introducción de este trabajo, el código del programa se ha 
desarrollado mediante el software Matlab®. La aportación de esta obra consiste en la 
incorporación de un código de análisis dinámico al programa de análisis de estructuras con 
interfaz gráfica cme 2.0, desarrollado por otros alumnos de Ingeniería de Caminos, Canales y 
Puertos e Ingeniería de Obras Públicas con anterioridad. El programa incluía tres módulos; el 
de análisis estático, análisis plástico y análisis de inestabilidad. Con este último módulo de 
análisis dinámico añadido, queda un programa completo para sus objetivos: complementar la 
docencia de los alumnos de la escuela. 
De este modo, el código se ha ido desarrollando encima de un código extenso y existente. Se 
ha intentado crear en todo momento un código independiente a los otros módulos, a 
excepción de las funciones y variables de la interfaz gráfica relativas a la creación de la 
estructura e introducción de datos, que se han dispuesto en la Script principal cme2.m (Script 
común para todos los módulos). Por comodidad se ha creado la carpeta dinámico dentro de la 
carpeta codi del código, donde se incluyen las diferentes funciones de análisis dinámico. En el 
siguiente esquema se expone el funcionamiento global del programa. 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
Script principal:  cme2.m 
Funciones principalmente de 
representación gráfica de 
todos los módulos. 
- Carga la interfaz gráfica. 
- Interacción con usuario. 
- Guarda datos introducidos. 
- Borra resultados 
representados por otros 
módulos (si es necesario) y 
representa los del módulo 
actual. 
Funciones del módulo estático 
Datos introducidos 
Resultados calculados 
Funciones del módulo plástico 
Datos introducidos 
Resultados calculados 
Funciones del módulo dinámico 
Datos introducidos 
Resultados calculados 
Funciones del módulo  inestabilidad 
Datos introducidos 
Resultados calculados 
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En el apartado 2 de este capítulo se explican las principales incorporaciones en el script 
principal, es decir, nuevas variables y funciones. El resto de variables y funciones 
correspondientes a los otros módulos están explicadas en sus trabajos correspondientes. No 
obstante, no debemos olvidar que el cálculo dinámico es una ampliación del cálculo estático y, 
por lo tanto, las funciones utilizadas de éste para el cálculo dinámico se nombrarán y se 
explicarán brevemente, con el fin de que el lector pueda entender plenamente el desarrollo 
del código dinámico. 
En el apartado 3  encontramos las funciones y variables del cálculo dinámico separados en dos 
apartados: análisis modal y respuesta dinámica. Esto es, las funciones incluidas en la carpeta 
dinámico, dentro de la carpeta del código.  
 
2. Script principal: cme2. 
Todas las funciones y variables explicadas en este apartado corresponden al código con el 
nombre cme2.m. El código está repleto de comentarios, por lo que es aconsejable trabajar con 
el código y este documento conjuntamente. Con el fin de ofrecer una lectura clara, se 
intentará copiar aquí solo los códigos realmente necesarios para el seguimiento del texto. El 
lector puede buscar rápidamente cualquier palabra en el código con la combinación de 
botones Ctrl+F. 
 
2.1. Lanzamiento del programa. Botón cálculo dinámico y paneles 
gráficos de introducción de datos. 
Para abrir el programa es necesario ejecutar el código cm2.m. Este es el script principal. 
Cuando se ejecuta, lo que hacemos es abrir una serie de objetos gráficos (líneas 48-62) para 
que el usuario pueda introducir datos, tanto gráficos como numéricos. Para el caso dinámico, 
se llaman al ejecutar el script los siguientes paneles, creados por la función panells_botons 
_dinamic: 
[paneldinamica,botoanalisismodal,botoanalisisdinamic,panelamodal,textn
nodes,numnmodes,textoscilaciomaxima,numoscilaciomaxima,panelmodesvibra
cio,paneladinamic,numtinicial,numoscilaciomaxima2,numpasos,numescala,n
unamortiguacio,nummodesdinamic,panelgrafica,elecciografica_despl_gir,n
usescollit,paneloptimitzacio,panelpercentatgepmodes,paneltextinfo,perc
entatgepmodes]=panells_botons_dinamic;  %Crea els panells càlcul 
dinamic amb els corresponents botons. 
 
La función panells_botons _dinamic esta detalladamente explicada en el código del programa. 
Los objetos gráficos utilizados nos lo ofrece el mismo Matlab®. A cada objeto se le puede 
asignar un número extenso de variables como el tamaño, el grosor de línea, la posición, etc. 
Estas propiedades se pueden encontrar en los tutoriales de la propia página web del 
fabricante. Los objetos gráficos principales usados en esta función se describen a continuación. 
La Figura 3.1 muestra los objetos gráficos creados para la introducción de datos con el fin de 
ayudar a la comprensión del texto.  
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- Uipanel: Crea un panel vacío. Ejemplos son el panel ``Escollir´´ 
y el panel ``A.dinàmic´´. Hace falta recalcar que este objeto 
crea los paneles vacíos, sin los botones ni cajitas para 
introducir las variables. A continuación se muestra el código 
de creación del panel ``A.dinàmic´´. Nótese (ver código abajo) 
que el panel se define dentro de la ventana figcme2 (ventana 
del programa); que se define una posición en función del 
tamaño actual de pantalla (tm(1) y tm(2)), así como el espesor 
de línea, tamaño de fuente, texto y si el panel se hace visible o 
no. 
paneladinamic=uipanel(figcme2,'Units','pixels'
,'Position',[tm(1)-110,tm(2)-
350,105,230],'BorderType','etchedin','BorderWi
dth',1,'FontName','default','FontUnits','pixel
s','FontSize',14,'Title','A.dinamic','Visible'
,'off'); % Creació del panell de A.Dinamic 
 
- Uicontrol: Este tipo de objeto gráfico de Matlab ofrece 
muchas posibilidades. Desde botones, textos, y cajitas para 
introducción de datos (a escoger mediante la propiedad 
'Style'). Los botones, por ejemplo, pueden llamar a otra 
función mediante la propiedad 'Callback'. Todos los botones, 
textos y cajitas se realizan con este objeto gráfico, cambiando 
sus propiedades.  A continuación se expone un ejemplo del botón de Anàlisis modal. 
Nótese (ver código abajo)  como este botón está introducido dentro del paneldinamica 
y sus coordenadas y tamaño están definidas dentro de este. Esto es especialmente útil  
ya que si se mueve o se deja de hacer visible el paneldinamica, también lo harán los 
objetos gráficos en su interior. También es útil observar como el botón llama a la 
función resposta_analisis_modal, la cual despliega el panel de análisis modal para la 
introducción de datos. En el apartado de representación gráfica de funciones, se verán 
otros aspectos del uso que se la ha dado a Uicontrol. 
botoanalisismodal=uicontrol(paneldinamica,'Units','pixels','Posi
tion',[5,333,100,35],'Style','pushbutton','FontName','default','
FontUnits','pixels','FontSize',14,'String','Anàlisis 
modal','Callback',@resposta_boto_analisimodal,'KeyPressFcn',@tec
la);  %Creació del botó anàlisis modal. 
 
Estos objetos gráficos tienen una posición variable en la pantalla del ordenador. Esto es debido 
a la gran cantidad de tamaños de pantalla y a la posibilidad de que el usuario agrande o 
disminuya el tamaño de la ventana del programa a su gusto. De esta acción se encarga la 
función figcme2_resize, ya presente con anterioridad, y en la cual se han introducido los 
objetos de cálculo dinámico. 
En la función panell_botons_calcul  (ya presente con anterioridad) están creados los diferentes 
botones para seleccionar el tipo de cálculo (estático, plástico, dinámico o de inestabilidad). En 
la función boto_calcular se crea el botón Calcular, el cual mediante la función tipus_calcul 
envía la información introducia por el usuario a las funciones adecuadas, dependiendo del tipo 
Figura 3.1. Panel 
gráfico de análisis 
dinámico. 
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de cálculo seleccionado. Para saber qué tipo de cálculo ha elegido el usuario, se hace uso del 
comando get de Matlab, como se ve a continuación: 
    function tipus_calcul(~,~,~)%Hem serveix per veure a quina 
pestanya em trobo. 
 (…) 
     if get (botoCalculDinamic,'Value') % Si està seleccionada la 
pestanya del càlcul dinámic passa a la funció calcular3 
         calcular4; 
     end 
    end 
 
La función calcular4 es la que se encarga de transmitir los datos introducidos por el usuario a 
las funciones de cálculo dinámico. También se encarga de recoger los datos calculados y 
transmitirlos a las funciones de representación gráfica, para que el usuario pueda ver los 
resultados. Esta función se explicará detalladamente en el apartado 2.3. 
En el siguiente esquema se resume el procedimiento del programa al iniciarse, así como lo que 
ocurre cuando el usuario escoge un tipo de cálculo. En este apartado no se ha contemplado la 
introducción de datos estructurales en la gráfica.   
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Cme2.m Botón Run 
Carga todos los objetos gráficos. 
Hace visibles solo los comunes 
para todos los tipos de cálculo. 
Mediante la función 
panells_botons_dinamic, entre las otras ya 
creadas con anterioridad (líneas 48-62) 
El usuario escoge  
tipo de cálculo 
Botones Estático /Plástico / Inestabilidad 
Botón Cálculo Dinámico 
Mediante la función calcul_dinamic 
 
Se activa el panel dinámico con la 
función de Matlab set: 
set(paneldinamica,'Visible','on') 
 y se desactivan los paneles de todos los 
otros tipos de cálculo. 
 
El usuario dibuja la 
condiciones de   
estructura, define 
contorno y  cargas 
Botón A. modal Botón A. dinámico 
Mediante la función 
resposta_boto_analisidinamic 
 
Se activa el panel A. dinàmic, para  
introducir los datos necesario 
 
Mediante la función  
resposta_boto_analisimodal 
 
Se activa el panel A. modal, 
para introducir nº modos y 
oscilación máxima. 
 
 Se guardan los datos para el 
cálcul  ( unci nes  dlg… en la 
carpeta codi) 
Botón calcular 
Mediante la función 
tipus_calcul se  
 
sabe que cálculo ha escogido 
el usuario (en este caso 
cálculo dinámico) 
 
function calcular4 () 
 
POSTPROCESO 
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2.2. Novedades en la creación de la estructura. Definición de las 
condiciones de contorno, propiedades de los materiales y definición de 
cargas. 
El proceso de creación de nudos y barras, la definición de condiciones de contorno y cargas, así 
como las propiedades de los materiales fue programado en el trabajo de S. Guerrero. Por lo 
tanto, los detalles se pueden encontrar en su trabajo de fin de grado, concretamente en el 
Punto 5. La interfase gráfica. No obstante, han sido necesarias algunas modificaciones para el 
cálculo dinámico, como la introducción de la masa en las barras y la introducción de cargas 
dinámicas en los nudos. Es necesario recalcar que la masa no se considerará en los otros 
cálculos y las cargas dinámicas se consideraran como cargas estáticas con valor módulo 
máximo. 
Para entender este apartado, hemos considerado repasar brevemente como S. Guerrero 
programó el código para almacenar las variables relativas a las barras y a los nudos. De hecho, 
definiendo las posiciones de los nudos, los nudos inferiores y superiores de cada barra, cargas 
en las barras, propiedades de las barras y cargas en los nudos, tenemos definido el problema. 
Para poder acceder a estas propiedades desde cualquier workspace, se crearon las classdef 
barra.m y nus.m. Si el lector abre los dos archivos, podrá observar que los dos están formados 
por una lista de propiedades asociadas a cada barra y nudo respectivamente. Cada propiedad 
está explicada con un comentario.  
Por otra parte, el lector puede observar como en la función barra.m se ha incluido la variable 
dens, que representa la variable densidad. En nus.m se han añadido las siguientes variables, 
necesarias para definir una carga dinámica: 
        tipuscarrega=0;  %1=sinusoidal; 2=constant; 3=triangular 
        frequencia=0;  %Frequència per a càrrega sinusoidal 
        intc1=0;     %Interval 1 de la càrrega triangular 
        intc2=0;    %Interval 2 de la càrrega triangular 
        intc3=0;    %Interval 3 de la càrrega triangular 
        intc4=0;    %Interval 4 de la càrrega triangular 
 
Pero estos dos archivos barra.m y nus.m no se incluyen en el 
script principal por sí sólos. Al ejecutar el run de cme2m, se 
ejecuta la función inicialitza_variables, en la cual se crean las 
variables barres y nusos de la siguiente forma: 
nusos=nus.empty(1,0); % Llista de nusos. 
barres=barra.empty(1,0); % Llista de barres. 
 
Para la creación de la ventana de propiedades de barra como la 
de la Figura 3.2, S. Guerrero creó la función dlgbarra.m. En 
nuestro caso, hemos añadido la 
variable densidad en la interfaz 
gráfica. Para ello, se han usado dos 
objetos gráficos uicontrol, ya 
Figura 3.2.                             
Ventana de creación de una 
barra. En esta ventana ya se ha 
introducido la densidad. 
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explicado con anterioridad. Uno para el texto ('Style','text')  y otro para la cajita de 
introducción de datos ('Style','edit'). Para más detalles consultar el archivo. 
La captura de los datos introducidos se ha hecho mediante la función aceptar dentro del 
workspace de dlgbarra.m. Ésta almacena todos los datos de una barra en una variable con el 
nombre barres(n).nombrepropiedad, donde n es el número de barra. Esta variable está 
relacionada con barra.m, como se ha explicado con anterioridad en este apartado y teniendo 
en cuenta que la variable de salida de dlgbarra.m es barres. Por lo tanto, al crear una barra, se 
llama a esta función y a las funciones encargadas de dibujarla, explicadas en el trabajo de 
S.Guerrero.  
La incorporación de variables para definir las cargas dinámicas se ha realizado de manera 
similar. La ventana de definición de las cargas en los nudos, como la de la Figura 3.3, se crea 
mediante la función dlgcarreganus.m. Mediante objetos uicontrol se han añadido los textos y 
ventanas necesarias y en la posición deseada. Dentro del workspace de esta función también 
se ha añadido la función opcionscarreganusdinamic (línea 150) que despliega y esconde los 
textos y cajitas visibles en función del tipo de carga que se seleccione. Esto lo hace con la 
propiedad de matlab set. Para más detalles consultar el código de la función, con sus 
comentarios respectivos. 
Mediante el botón aceptar se almacenan los siguientes datos: 
- Fuerzas y momentos. 
- Tipo de carga (1=sinusoidal; 2=constant; 
3=triangular). 
- Frecuencia de vibración (si la carga no es sinusoidal 
se guardará como cero. 
- Tiempo de inicio y final de la carga triangular (si la 
carga no es triangular se guardarán los dos como 
cero). 
Estos datos se almacenan dentro del mismo workspace de 
dlgcarreganus.m. Las variables almacenadas tienen el 
nombre n.nombrepropiedad. Posteriormente, en el 
workspace de cme2.m en la función 
crearmodificarcarreganus, que se ejecuta cuando clicas en el 
botón de añadir carga puntual, se cambia n.tipodedato por 
nusos(n).tipodedato. Esto es así porque se le ha asociado otro 
nombre a la variable de salida en el script principal. 
En resumen, los nuevos datos incorporados en la estructura (densidad y cargas dinámicas) se 
almacenan en las mismas variables en las que lo hizo S.Guerrero. Éstas son variables barres(n) 
y nusos(n). Para acceder a una propiedad de estas variables simplemente hay que escribir 
barres(n).nombrepropiedad o nusos(n). nombrepropiedad, donde n es el número de barra o de 
nudo respectivamente y nombrepropiedad es el nombre de la propiedad a escoger 
(disponibles en los archivos barra.m y nus.m). 
Figura 3.3.  Ventana de definición 
de cargas, incluidas las dinámicas. 
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A continuación se pone un ejemplo.  Supongamos que queremos saber que tipo de carga tiene 
el nudo 2 (el programa los ennumera en orden de creación). Abriendo el archivo nus.m 
podemos leer el conjunto de propiedades de esta classdef explicadas mediante comentarios. Si 
escribimos en cualquier punto del código: nusos(2).tipusdecarrega, obtendremos un 
valor de 0 al 3 en función del tipo de carga. 
Finalmente en la función prepara_dades_cálcul_dinámic se crean vectores de dimensión 
(6·número de nudos) para definir el tipo de carga dinámica de cada nudo. Estas variables són: 
- vector_tipuscarrega. 
- vector_frecuencies. 
- vector_interval_1. 
- vector_interval_2. 
- vector_interval_3. 
- vector_interval_4. 
 
A continuación se exponen todas las propiedades de la variable barres(n). Se pueden encontrar 
en barra.m. 
        num=0;                      % Número de barra. 
        nusinf=0;                   % Número de nus inferior. 
        nussup=0;                   % Número de nus superior. 
        artinf=0;                   % Nus inferior articulat: 0=rígid, 1=articulat. 
        artsup=0;                   % Nus superior articulat: 0=rígid, 1=articulat. 
        color='k';                  % Color de la barra. 
        E=1;                        % Mòdul de Young. 
        A=1;                        % Àrea de la secció. 
        Iz=1;                       % Inèrcia en eix z. 
        Iy=1;                       % Inèrcia en eix y. 
        vectorIz=[0,0,1];           % Vector direcció de l'eix z de la secció. 
        GIt=1;                      % Inèrcia a torsió. 
        Mp=1;                       % Moment plàstic 
        dens=1                      % Densitat de la barra. 
        hg                          % handle a l'objecte gràfic de la barra. 
        hgpuntual                   % handle a l'objecte gràfic de la càrrega puntual a 
la barra. 
        hgmoment                    % handle a l'objecte gràfic del moment a la barra. 
        hgrepartida                 % handle a l'objecte gràfic de la càrrega repartida. 
        hgprojectada                % handle a l'objecte gràfic de la càrrega repartida 
projectada. 
        puntual=[0,0,-1,0,0];       % Càrrega puntual: mòdul, vector direcció x,y,z i  
distància al nus inferior. 
        moment=[0,0,0,1,0];         % Moment aplicat a la barra: mòdul, vector direcció 
x,y,z i  distància al nus inferior. 
        repartida=[0,0,-1,0,0,0];   % Càrrega repartida: mòdul, vector direcció x,y,z i 
distància al nus inferior i superior. 
        projectada=[0,0,-1,0,0,0];  % Càrrega repartida peojectada: mòdul, vector 
direcció x,y,z i distància al nus inferior i superior. 
 
Seguidamente se exponen todas las propiedades de la variable nusos(n). Se pueden encontrar 
en barra.m. 
    properties 
        num=0; % Número de nus. 
        posicio=[0,0,0]; % Posició a l'espai. 
        contorn=0; % Tipus de contorn. 
        rodet=[0,1,0]; % Vector normal al plànol de moviment del rodet, si n'hi ha. 
        desp=[0,0,0,0,0,0]; % desplaçaments forçats si n'hi han. 
        rig=[0,0,0,0,0,0]; % rigideses de contorn elàstic si n'hi ha. 
        gir=0; % rotació del dibuix del nus. 
        hg=[]; % handle de l'objecte hgtransform que conté el dibuix del nus. 
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        hgc=[]; % handle de l'objecte hgtransform que conté el dibuix de la càrrega 
aplicada al nus. 
        puntual=[0,0,0]; % Càrrega puntual aplicada al nus. 
        moment=[0,0,0]; % Moments aplicats al nus. 
        color=[0,0,0]; 
         
        %S'afegeixen aquí propietats per les carregues als nusos per al 
        %càlcul dinàmic 
        tipuscarrega=0;  %1=sinusoidal; 2=constant; 3=triangular 
        frequencia=0;  %Frequència per a càrrega sinusoidal 
        intc1=0;     %Interval 1 de la càrrega triangular 
        intc2=0;    %Interval 2 de la càrrega triangular 
        intc3=0;    %Interval 3 de la càrrega triangular 
        intc4=0;    %Interval 4 de la càrrega triangular 
 
Con estas dos variables se almacenan casi todos los datos necesarios para el cálculo dinámico. 
Solo faltan dos variables más a explicar: contnus y contbarra. Estas dos variables son escalares 
y nos indican el número de nudos y de barras de la estructura respectivamente. Fueron 
creadas por completo por S. Guerrero y por lo tanto, se pueden encontrar explicadas con 
detalle en su trabajo. No obstante, su obtención es más sencilla y parecida al resto de datos.  
 
2.3. Coordinación del cálculo dinámico en el script principal. La función 
calcular4. 
Como se ha comentado en el apartado 2 de este capítulo, con las variables barres(n), nusos(n), 
contbarra y contnusos se tienen almacenados en el código todos los datos necesarios para el 
cálculo dinámico introducidos por el usuario. El objetivo de este apartado es describir la 
función calcular4, situada dentro del script principal cme2.m. Para situar al lector, le puede ser 
útil repasar el esquema situado al final del apartado 2.1 de este capítulo, en el que se explica 
como el script principal llega a esta función. 
¿Pero qué es exactamente la función calcular4? La función calcular 4 se ejecuta solo y solo si el 
botón de cálculo dinámico ha sido activado por el usuario y éste clica al botón Calcular. Esto se 
hace de la siguiente manera en la función tipus_calcul, que se ejecuta cuando clicas el botón 
Calcular: 
 
Por lo tanto, la función calcular4 coordina (pero no calcula) el cálculo dinámico y su 
representación gráfica.  El cálculo se lleva a cabo en las funciones introducidas en la carpeta 
dinámico (fuera del script principal).  El siguiente esquema explica el funcionamiento de  la 
función calcular4. 
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Las funciones externas al cme2. se explicaran posteriormente en el apartado 3. A  continuación 
se explicará la representación gráfica en el apartado 2.4.  
 
2.4. Representación gráfica de los resultados. 
Para la compresión de algunas variables que aparecerán en este apartado es aconsejable una 
lectura previa del a artad  3 “Las  unci nes de cálcul  dinámic ” de este ca ítulo, ya que la 
representación gráfica se hace a partir de las variables de salida de las funciones de cálculo 
dinámico. Se ha considerado conveniente situar este apartado aquí, porque estas funciones 
aparecen en el workspace del script principal. 
 
2.4.1. La función representació_frequencies. 
La función representacio_frequencies se encarga de representar los números de las diferentes 
frecuencias de la estructura y los botones necesarios para que el usuario pueda escoger el 
modo de vibración a representar. 
function calcular4 () 
 
¿Hay barras dibujadas? 
No 
No hace nada 
Si 
esborra_diagramesireaccions 
 
Borra diagramas y reacciones, si los hay 
prepara_dades_calcul_dinamic 
 
A partir de las variables barres(n), 
nusos(n), contnusos y contbarres 
explicadas 
¿Se ha seleccionado análisis modal? (por defecto) 
Si 
No 
¿Se ha seleccionado análisis dinámico? 
Si 
Almacenamos n. de modos y o. máxima introducidos. 
cme2_calcul_dinamicmodal 
 
Vectores 
propios y 
frecuencias  
Representa el conjunto de botones para que el 
usuario escoja el modo de vibración a representar 
Almacenamos datos: Escala, t ini, t fin, dt 
dibuixa_grafica_modal2 
 
cme2_calcul_dinamic_adinamic 
 
Vectores 
propios, 
solución 
ecuación 
diferencial 
dibuixa_gafica_dinamic2 
 
REPRESENTACIÓN 
GRÁFICA 
Funciones externas a cme2.m 
Funciones incluidas en cme2.m 
Preguntas: comando if 
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La representación de los botones se hace en grupos de 10 mediante objetos uicontrol y usando 
el comando if, como se puede observar en el código. El código está detalladamente 
comentado para su comprensión. 
Observemos que si el número de modos calculados es más grande que 10, el programa activa 
el botón (>>) para permitir al usuario visualizar los siguientes 10 modos. Los botones de más y 
menos modos se han creado mediante un uicontrol y llaman a las funciones boto_mes_modes 
y boto_menys_modes respectivamente. La variable que usa el código para saber en qué 
columna estamos es la variable numerocolumna, y se ha definido como variable global del 
programa. Las dos funciones boto_mes_modes y boto_menys_modes tienen exactamente el 
mismo funcionamiento que la función calcular4, en lo que respecta a la representación gráfica. 
No obstante, la primera añade una unidad a la variable numerocolumna, mientras la segunda 
se la resta. 
 
2.4.2. La función dibuixa_grafica_modal2. 
La función dibuixa_grafica_modal2 es la que coordina el dibujo de los modos de vibración. Se 
han usado funciones de cálculo estático para la representación gráfica y la misma variable: 
diagrames. Esto tiene como ventaja, que no hay que modificar los otros códigos, ya que ya 
borran los resultados de estático cuando es necesario y por lo tanto, lo harán con los de 
dinámico. De esta forma se afirma que la nueva incorporación del programa estará en armonía 
con el resto. 
No obstante, se ha creado la función dibuixa_diagramesideformadadinamic para sustituir la 
función dibuixa_diagramesideformada (de cálculo estático) dentro de la función 
dibuixa_grafica_modal2 . Simplemente se han eliminado unas líneas del código innecesarias 
para el análisis dinámico, pero que ralentizaban la representación gráfica. Para más 
información sobre esta función, consultar el trabajo de S. Guerrero. 
Las variables de entrada de dibuixa_grafica_modal2  se pueden observar en el código y se 
explicaran con más detalle en el apartado 3 de este capítulo. Su funcionamiento es el 
siguiente: 
1. Función esborra_diagramesireaccions: Borra resultados posibles ya representados. 
2. Averigua el modo de vibración a representar escogido por el usuario mediante el 
comando str2double. 
3. Escoge el vector propio asociado vdef. Se amplía posteriormente con ceros hasta que 
éste tenga la dimensión del vector_moviments (movimientos impuestos por el usuario 
en las condiciones de contorno de los nudos). 
4. vector_moviments2 =vdef + vector_moviments. Se obtiene un vector con coordenadas 
locales, pero ordenado según la matriz de rigidez y de masa. 
5. La función calcul_reaccions, ya incluida en el cálculo estático y explicada en su trabajo, 
ordena el vector_moviments2 en el orden original de nudos (x, y, z, girox, giroy, giroz). 
También calcula las reacciones en cada nudo en función al movimiento (se deja esta 
opción para futuros desarrolladores, pero no se representan estos resultados). 
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6. La función dibuixa_diagramesideformadadinamic dibuja la deformada. 
 
Es importante mencionar que el cálculo con movimientos impuestos se hace a partir de la 
geometría no deformada. 
 
Nota: En la función dibuixa_diagramesideformada, creada por S. Guerrero, se calculaba una 
escala adecuada para una representación gráfica de la deformada. Esto es, la deformada se 
dibujaba escalada con criterios estéticos y no con la deformada real. Esta opción se ha 
eliminado del programa por los siguientes motivos: 
- No permitía al usuario saber la deformada exacta de la estructura, ya que no sabía 
nunca el factor de escala. Solo permitía percibir de manera cualitativa la forma. 
- No permitiría comparar las deformadas de estático y dinámico, útil sobre todo al 
analizar movimientos con cargas dinámicas sinusoidales, constantes. etc. 
(comparación centro de oscilación) 
- El usuario tiene la posibilidad de hacer zoom, cuando la deformada sea muy pequeña y 
no se aprecie, con el fin de apreciarla. También puede ampliar la deformada mediante 
la opción escala. 
Si futuros desarrolladores consideran este cambio como negativo, simplemente hay que 
activar (actualmente está como comentario) el comando if justo antes de la definición de la 
variable escala (línea 3713), dentro de la función escala_deformada. Con este cambio el 
cálculo estático vuelve a esta como antes. 
 
 
2.4.3. La función dibuixa_grafica_dinamic2 
La función dibuixa_grafica_dinamic2 es la que coordina el dibujo de la respuesta dinámica y de 
la gráfica r-t seleccionada. Se han usado funciones de cálculo estático para la representación 
gráfica de la respuesta dinámica, con las ventajas explicadas en el punto anterior.  
 
Las variables de entrada se pueden observar en el código y se explicarán con más detalle en el 
capítulo 3. La representación dinámica se efectúa con un bucle for entre el tiempo inicial y el 
final escogido por el usuario, con intervalos también escogidos. Se trata de un conjunto de 
representaciones estáticas consecutivas, con una pausa entre ellas definida (por 
defecto=0,05). Esto da la impresión al usuario de una representación dinámica.  
 
A continuación se explican los principales pasos esta función. Para ayudar a la interpretación 
de cada punto, se han escrito referencias en el código indicando que líneas hacen lo que esta 
explicado en cado uno de los siguientes puntos: 
 
1. Guarda el valor de los datos introducidos por el usuario en las variables tspans, escala, 
numero-nus_escollit, modes_calcul, sel_despl_gir , explicadas en el código. 
 
2.   Se define la pausa entre dibujo y dibujo. Se define k=0, que indica la fila de la matriz 
de resultados de la ecuación diferencial (YG) a representar.  
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3. Se diferencian dos casos: 
3.1. Si el usuario ha escogido tiempo inicial y final igual: se considera el tiempo inicial nulo 
y un intervalo            
            
 
. Esto se hace así porque la ecuación 
diferencial necesita al menos de dos tiempos para ser calculada. La pausa se considera 
nula, ya que solo queremos la representación final. 
3.2. Si el usuario ha escogido un tiempo inicial menor que el tiempo final, entonces no se 
cambian estas variables. 
 
4. Se define el título de la gráfica (que varía en función de la gráfica a representar elegida 
por el usuario) mediante la función text_grafica. Se guardan estos datos en la variable 
texto. 
 
5. Se define el bucle for t = tspans. Este dibuja una gráfica estática para cada intervalo 
seleccionado por el usuario. Para su entendimiento, es recomendable que el usuario 
imponga un movimiento impuesto en la estructura y haga usos de breakpoints. Todas 
las variables se explican con comentarios en el inicio de la función y durante el código. 
A continuación se definen los pasos principales: 
 
5.1.  Se realiza con un bucle for la ecuación 1.56  (capítulo 1) de este trabajo. Ésta indica 
que el movimiento de la estructura es combinación lineal de los vectores propios. Se 
obtiene el movimiento de la estructura para el tiempo t, sin tener en cuenta los 
movimientos impuestos. 
for j=1:dimKT 
vdef=vdef+YF(k,j)*vectorpropinorm_dibuix(:,j); 
end 
5.2. Se definen las cargas en los nudos (variable Nepfor) debido a las cargas en las barras 
igual a cero.  Esto se hace por si el  usuario ha dibujado alguna carga en las barras y 
porque la función calcul_reaccions (incluida en cálculo estático) requiere de esta 
variable. 
5.3. La función calcul_reaccions devuelve el vector Retorn_moviments_imposats 
(movimientos impuestos por el usuario en los nudos) con la ordenación de nudos 
inicial (y no ordenados según la matriz de rigidez). 
5.4.  Sumamos estos movimientos impuestos (Retorn_moviments_imposats) al movimiento 
de la estructura debido a la carga dinámica (vdef). Tenemos el movimiento de la 
estructura, incluidos los movimientos impuestos. Aquí se ha supuesto que el cálculo 
con un movimiento impuesto se hace con la geometría de la estructura no deformada. 
Nos quedamos con este valor (variable guardar). 
5.5. Se dibuja la gráfica r-t mediante la función representacio_grafica_rt en el instante t del 
bucle 
5.6. Se calcula el vector retorn_moviments_max, que va variando en cada instante de 
tiempo. Este indica el desplazamiento máximo de cada nodo. 
5.7.  Reordenamos el vector movimiento con el orden de la matriz de rigidez 
(vector_moviments1). 
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5.8. Calculamos los esfuerzos de la estructura: Retorn_esforcos_barres. Estos esfuerzos no 
se representan en los resultados pero pueden ser utilizados por futuros 
desarrolladores.  
5.9. Borramos los diagramas del anterior bucle (tiempo anterior). 
5.10. Se multiplican los movimientos por la escala que ha elegido el usuario. Con las 
variables Retorn_esforcos_barres y Retorn_moviments, la función 
dibuixa_diagramesideformada3 dibuja la estructura. 
5.11. Se hace la pausa establecida y se vuelve a iniciar el bucle con el siguiente 
tiempo t. 
 
3.  Las funciones de cálculo dinámico. 
3.1.  Introducción. 
En el apartado 2 de este trabajo se ha explicado cómo funciona el Script principal cme2.m sin 
entrar en detalles en las funciones de cálculo dinámico. Para situar el lector en este punto, se 
aconseja volver al esquema del apartado 2.3. En este punto se va a explicar la función que 
calcula los vectores propios y las frecuencias  para el cálculo modal; y la función que calcula los 
vectores propios y la solución de la ecuación diferencial para el análisis de la respuesta 
dinámica, estas son: 
- cme2_calcul_dinamicmodal  Coordina el cálculo modal. 
- cme2_calcul_dinamic_adinamic  Coordina el cálculo de respuesta dinámica. 
Las dos funciones, por lo tanto, hacen de puente entre el Script principal y las funciones 
situadas en la carpeta dinámico. Dentro de estas dos funciones se han usado las funciones de 
cálculo estático para el cálculo de la matriz de rigidez. Se ha hecho pero una pequeña mejora: 
la matriz de rigidez se almacena ahora como una matriz dispersa (comando sparse en Matlab), 
disminuyendo el volumen de información que tiene de arrastrar el programa. 
A continuación se van a explicar estas dos funciones detalladamente. Hay que tener en cuenta 
que tanto el cálculo modal como el dinámico se llevan a cabo de forma totalmente 
independiente. También se explicarán las funciones incluidas dentro de su workspace. Se 
recomienda al lector siempre acompañar esta lectura con el código del programa, el cual 
incluye comentarios muy útiles para su seguimiento, y que complementaran en todo momento 
este texto.  
Por otro lado, no debo ni quiero atribuirme la faena hecha por los otros colaboradores de este 
programa. Por lo tanto, no se explicarán detalladamente las funciones usadas por estos. Se 
explicará su función y se remitirá al trabajo de su creador, en el cual están detalladamente 
explicadas. 
                                                             
3
 Esta función es exactamente la misma que usa el cálculo estático para dibujar sus resultados. Las 
variables que necesita son los esfuerzos en las barras y los movimientos de cada nudo (desplazamientos 
y giros), los cuales ya tenemos calculados. Con ello se puede dibujar la deformada de la estructura. La 
función está detalladamente explicada en el trabajo de S. Guerrero. 
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3.2. La función cme2_calcul_dinamicmodal.m. 
La función cme2_calcul_dinamicmodal.m coordina el cálculo modal. Esta función está 
relacionada con el Script principal mediante la función calcular4, la cual se encuentra en 
cme2.m. En las primeras líneas del código de la función se explican detalladamente las 
variables de entrada y salida. Se recomienda al lector leerlas y entenderlas con el fin de 
comprender lo que se explica en los siguientes apartados. 
Esta función es una función de coordinación. Esto es, no calcula nada (pero llama a otras 
funciones para que calculen). En el esquema siguiente se puede observar el funcionamiento de 
la función: 
 
 
 
 
 
 
 
      
4
 
 
 
 
 
 
 
En los siguientes puntos explicaremos las funciones que calculan la matriz de rigidez, la matriz 
de masa, las frecuencias de vibración y sus vectores propios asociados. 
 
 2.1. La función matriu_rigidesa_masa2. 
Esta función está compuesta por dos partes: 
- Cálculo matriz de rigidez: es una adaptación al cálculo dinámico de la función 
cme2_calcul_estatic.m, creada por S. Guerrero.  
- Cálculo matriz de masas: Se crea la matriz de masa y se le aplican las mismas 
c ndici nes de c nt rn  (mism  “tratamient ”) que la matri  de rigide . 
Todas las variables de entrada y de salida están explicadas detalladamente en el inicio del 
código. 
                                                             
4
 El cálculo con movimientos impuestos se hace a partir de la geometría sin deformar. Se consideran 
siempre movimientos impuestos muy pequeños. 
function cme2_calcul_dinamicmodal.m 
cme2_calcul_dinamicmodal 
matriu_rigidesa_masa2.m 
 
Calcula la matriz de rigidez y de masa de la 
estructura.  Matriz cambio de base y 
movimientos impuestos. 
¿El número de modos a representar 
introducidos por el usuario es menor o 
igual que los de la estructura (dimensión 
matriz rigidez)? 
No  ``Error número de modos´´ 
Si 
analisis_modal.m 
 
Calcula los  vectores propios normalizados    y        
frecuencias de vibración asociadas. 
REPRESENTACIÓN GRÁFICA MODOS
Funciones externas a cme2.m 
Mensaje de Error 
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Diferenciación cálculo modal y respuesta dinámica 
La función calcula tanto para el análisis modal como para la respuesta dinámica la matriz de 
rigidez KTrestr y la matriz de masas MTrestr. No obstante, lo hace de forma diferente para 
cada uno de ellos. La diferencia está en las primeras líneas de la función, que cambiarán por 
completo la dimensión de KTrestr y de MTrestr.  Esto es: 
if tipuscalcul==1   %Si es fa analisis modal: 
fuerza=sum(Nextfor); Nextfor: vector n*6 de forces aplicades als 
nusos. 
    if abs(fuerza)<1. 
[…]=reordenacio_nusos_dinamic2(…);  
    else 
[…]=reordenacio_nusos_dinamic(…);  
   end 
  
end 
  
if tipuscalcul==2   %Si es fa analisis dinamic: 
[…]=reordenacio_nusos(…);  
end 
 
Observémos que en función del tipo de cálculo se reordenan los nudos con una función o con 
otra. La función reordenació_nusos_dinamic2.m es una adaptación de reordenacio_nusos.m 
del cálculo estático, explicada detalladamente en su obra. La diferencia entre una y otra es que 
la primera no elimina los giros y la tercera dimensión cuando la estructura es plana, mientras 
la segunda sí que lo hace. El cambio en el código se hace en la línea 38 y 39 de 
reordenació_nusos_dinamic2.m. En este caso se imponen en el código fuerzas y momentos en 
los tres ejes x, y y z. Para ello se definen los vectores fuerza y momentos unitarios en todas las 
direcciones: 
     forces=[1,1,1] 
     moments=[1,1,1]; 
 
Este pequeño cambio en la función permite, en un análisis modal de una viga empotrada (por 
poner un ejemplo simple), ver todos los modos de vibración y no solo los movimientos 
pertenecientes al plano de la pantalla. 
Por otro lado, en la respuesta dinámica no nos interesa esta modificación, ya que solo nos 
interesarán los movimientos en la dirección de las fuerzas o momentos (reducción tiempo de 
cálculo) y, por lo tanto, reducimos más la dimensión de la matriz de rigidez.  
Para una mejor comprensión del desarrollo de la función matriu_rigidesa_masa2, se van a 
explicar las variables de salida de reordenacio_nusos.m. Estas son: 
- sistema: vector dimensión 6 x número de nudos con el orden de la matriz de rigidez 
global. 
- ns: escalar que indica la dimensión del vector, el cual por cada movimiento o giro 
indica si este se tendrá en cuenta en la construcción de la matriz de rigidez. 
- nn: escalar que indica la dimensión de la variable contorn vector, el cual por cada 
movimiento o giro indica si se anula por las condiciones de contorno. 
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- contorn: vector, el cual por cada movimiento o giro indica si se anula por las 
condiciones de contorno. 
Cálculo matriz de rigidez 
Una vez la función ha diferenciado entre cálculo modal o respuesta dinámica procede al 
cálculo de la matriz de rigidez mediante la función matriu_rigidesa_masa2.m. Esto lo hace 
exactamente igual que lo hizo S. Guerrero en su función cme2_calcul_estatic.m. Por lo tanto, 
está explicado detalladamente en su obra. No obstante, se ha introducido un muy pequeño 
cambio: Cada submatriz de rigidez en ejes locales de cada barra en calcul_submatrius_rigidesa, 
dentro del workspace de la función matriu_rigidesa_masa2.m, se ha definido como una matriz 
esparsa. De este modo, el programa no almacena la gran cantidad de ceros aumentando la 
velocidad de cálculo levemente. Esto se ha hecho simplemente con el comando sparse de 
Matlab. 
Cálculo matriz de masa 
A continuación se explica cómo se ha obtenido la matriz de masa. La expresión de la matriz de 
masa en coordenadas locales para una barra con 6 grados de libertad en función de sus 
condiciones de contorno se pueden encontrar en el Capítulo 1, apartado 3 de esta obra. 
Todas las propiedades de la barra son introducidas por el usuario cuando crea la barra. Estas 
propiedades son captadas por el script principal cme2.m, como se explicó en el apartado 2 de 
este capítulo. Para crear la matriz de masa, se definen los puntos no nulos de la matriz de 
masa mediante los siguientes vectores: (ver vectores completos y variables en código) 
filML=[1 1 2 2 2 2  3 3 3 … 9 9 9  10 10 11 11 11 11 12 12 12 12]; 
colML=[1 7 2 6 8 12 3 5 9 … 5 9 11 4  10 3  5  9  11 2  6  8  12]; 
valML=factorML*Lon*[140 70 156 22*Lon … -3*Lon^2 -22*Lon cualoncuad]; 
 
Entonces tenemos que para todo i: 
  (               )          
De esta forma se tienen definidos todos los puntos de la matriz de masa no nulos en una 
matriz esparsa. Este procedimiento se hace con la propiedad sparse de Matlab. Esto es, para 
definir la matriz de masa en coordenadas globales de  una barra: 
    ML=sparse(filML,colML,valML,12,12); 
 
A continuación se explica el procedimiento general para encontrar la matriz de masa global de 
todo el sistema. Esto se hace con un bucle for desde 1 hasta el número de barras. Los pasos 
son los siguientes. Para cada barra: 
1. Cálculo matriz de masa local como se ha explicado (variable ML) 
2. Cambio de coordenadas de locales a globales. Esto es             . Se usa la 
misma matriz de cambio de base que en cálculo estático. 
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3. Aplicación de la condición de contorno de carrito inclinado, si es que existe. Si existe 
un carrito inclinado, se multiplica la matriz de masa por las matrices de cambio de base 
del carrito. Esto se hace con la función contorn_rodet_inclinat. 
4. Ensamblaje de la submatriz de masa local (MG) dentro de la matriz de masa (MT). 
Al final del bucle podemos encontrar unas vectores no relacionados con la matriz de masa 
pero sí con el análisis de respuesta dinámica. Estos son los vectores Nintfor. Estos permiten a 
futuros desarrolladores incluir cargas dinámicas aplicadas en las barras (y no solo en los 
nudos). 
Últimos pasos 
Después de haber calculado la matriz de masa y rigidez con el orden de los nudos según el 
vector sistema, se reordenan los vectores de datos de los movimientos y cargas dinámicas de 
la misma forma. Esto se hace con la función contorn_prescrits_i_rodet. Se averigua también si 
la matriz de rigidez es singular, para lanzar un mensaje de error en caso preciso. 
Finalmente se reduce la dimensión de la matriz de masa y rigidez hasta nn. Esta variable se ha 
explicado anteriormente e indica la cantidad de movimientos libres. Esto es, que no se han 
anulado para las condiciones de contorno. 
 
3.3. La función análisis_modal. 
Las variables de entrada y de salida  de esta función están detalladamente explicadas al inicio 
del código. Esta función se encarga de solucionar el problema de autovalores. Por lo que 
encuentra los vectores y modos propios de vibración. Se encarga también de ordenar de 
mayor a menor los modos propios y ordenar los vectores propios de forma concordante a 
como se han ordenado los modos. 
La función diferencia entre cálculo modal y cálculo dinámico. No obstante, la diferencia reside 
en la forma de las variables de salida. Se explicará para análisis modal (tipuscalcul=1), ya que el 
de cálculo dinámico (tipuscalcul=2) consiste en una reducción del primero. 
La función realiza los siguientes pasos: 
1) Calcula los valores y vectores propios del problema de autovalores explicado en el primer 
capítulo de esta obra. Esto es |     |   . El cálculo se hace con la función integrada 
en Matlab eig, del termin  alemán “eigen”, que signi ica  r  i  (eigenvalue val r r  i ). 
Como buscamos el vector propio de     escribimos: 
 
[vectprop,wcuad]=eig(full(inv(MTrestr)*KTrestr)) 
 
El comando full sirve para que los resultados no se presenten como una matriz esparsa. El 
comando inv se utiliza para el cálculo de la matriz inversa. 
  
 61 
 
2) Aplicamos la raíz cuadrada a todos los valores de los modos de vibración. Esto lo hacemos 
de la siguiente manera: 
for i=1:length(wcuad) 
    w1(1,i)=sqrt(wcuad(i,i));   
end 
Obsérvese que wcuad es una matriz diagonal, donde los valores propios se encuentran 
en esta. Por otro lado, la variable w1 es un vector con estos elementos de la diagonal. 
3) Ordenamos el vector de menor a mayor. Esto lo hacemos con el comando sort. 
w=sort(w1);   
 
4) Ordenamos la matriz de vectores propios en concordancia con los valores propios. El 
código puede ser un poco difícil de entender.  Al ser un poco extenso no se copia en esta 
obra. El lector puede verlo en el código. La mayor complicación de esta parte del código 
reside cuando hay  dos valores propios iguales (estructuras con propiedades simétricas 
desde dos ejes). Sus vectores propios, pero, son linealmente independientes.  El 
funcionamiento global es el siguiente: 
for i=1:length(wcuad)             
for j=1:length(wcuad) 
                    if w1(j)==w(i) 
                        break 
                    end    
   end   
 fii(:,i)=vectprop(:,j);  
 end   
  
El código intenta buscar que componente del vector w1 (componente j) es igual a la 
componente i del vector w. Con estos datos se ordena el vector propio, obteniendo el 
vector fii (matriz de vectores propios ordenados como el vector de modos de 
vibración). 
 
5) Finalmente se normalizan los vectores propios mediante el comando normalice: 
    for i=1:numemodes 
      fiii(:,i)=normalice(fiii(:,i));        
    end 
 
Para el cálculo de la respuesta dinámica, las variables de salida son los valores propios al 
cuadrado (ordenados según la solución del problema de autovalores y no de menor a mayor) y 
sus vectores característicos. Los vectores propios se normalizan, como se puede ver en las 
últimas líneas del código: 
if tipusdecalcul==2   %Si es fa anàlisis dinàmic (resposta): 
w=wcuad; 
for i=1:numemodes 
fiii(:,i)=normalice(vectprop(:,i)); 
end 
end 
 
3.4. La función cme2_calcul_dinamic_adinamic.m. 
Esta función calcula la respuesta dinámica en un intervalo de tiempo deseado, o en un tiempo 
concreto, según elija el usuario. El método utilizado es el método de Superposición Modal 
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(explicado en el primer capítulo de esta obra) y obtiene el movimiento de la estructura en cada 
intervalo de tiempo deseado por el usuario a partir de las frecuencias y modos de vibración 
calculados mediante las funciones explicadas con anterioridad.  
 
Se trata de la función más importante del programa, ya que su optimización definirá las 
limitaciones de éste. Las funciones vistas hasta ahora se tratan de funciones relativamente 
rápidas y sin ningún problema a lo que se refiere al tiempo de cálculo. No obstante, el 
problema de Superposición Modal conduce a la necesidad de solucionar   ecuaciones 
diferenciales desacopladas de segundo orden, como las de la ecuación 3.1: 
 
 ̈             ̇        
          = 
     
  
                 n 1,2,…,N  (3.1) 
 
                                                           
 
Matlab ofrece diferentes funciones integradas para la solución de ecuaciones diferenciales, 
tanto para la solución exacta como para la solución numérica. Estas siempre serán más rápidas 
que cualquiera programada por nosotros. La faena del programador es facilitar la información 
a la función, de tal forma que ésta pueda calcular lo más rápido posible. Para la solución 
numérica, según la propia página oficial del programa, tenemos las siguientes opciones que se 
muestran en la Figura 3.4. 
 
 
Figura 3.4. Tipos de funciones integradas en Matlab para la solución numérica de EDO’s. [Mathworks, 2015] 
 
El mismo fabricante del programa recomienda utilizar como primera opción s la función ode45. 
Si el cálculo es muy lento, se procede a realizar el cálculo de ode23 y después de ode113. No 
obstante, la precisión de cálculo se reduce.  
 
En el subapartado 3.3.1 de este punto se explica brevemente el funcionamiento de la función 
ode45, que es la que se ha utili ad  en nuestr   r grama, así c m  su  unción “handle” 
odefun, donde se escribe la ecuación diferencial. Al utilizar ode45, un método iterativo de 
cálculo con tiempo de paso variable, es conveniente programar teniendo ciertas 
consideraciones, que se explicaran en el subapartado 3.3.2 (optimización del código). En este 
subapartado también se explican otras medidas de optimización. Finalmente, en el 
subapartado 3.3.3 se redacta una explicación del código. 
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3.4.1. Cálculo de la ecuación diferencial con la función ode45. 
Como se ha comentado anteriormente, la función ode45 es una función integrada en Matlab 
para el cálculo de sistemas no rígidos de ecuaciones diferenciales ordinarias. Su estructura es  
la siguiente:  
 
[T,Y] = ode45(odefun,tspan,y0) 
 
Donde odefun es la función handle que computa la parte izquierda de la ecuación 3.2; tspan 
representa el intervalo de integración; y0 es el vector de condiciones iniciales; T es el vector 
columna con los puntos de tiempo deseados en tspan y Y es el vector solución. 
 
La función utiliza un algoritmo optimizado del método de Runge-Kutta-Fehlberg, que utiliza 
pasos de integración h variables para conseguir la precisión que se necesita. 
 
Para solucionar una ecuación diferencial de segundo orden por métodos numéricos es 
conveniente convertir esta en un sistema de ecuaciones de primer orden. De la ecuación 3.1 
obtenemos que: 
 
 ̈             ̇        
         
     
  
                    n 1,2,…,N  (3.2) 
Donde t es la variable independiente e y la variable dependiente. Para la conversión podemos 
escribir: 
   
   
  
  (3.3) 
 ̇                     
         
     
  
                    n 1,2,…,N  (3.4) 
Y luego, 
   
  
   
 
   
   
  
 
     
  
                  
         
 (3.5) 
  
Ahora podemos interpretar el sistema de ecuaciones de segundo orden de la ecuación 3.2 
como dos sistemas de ecuaciones de primer orden de la ecuación 3.5. 
La función odefun es una función que siempre acepta al menos dos variables de entrada. La 
primera representa la variable independiente t y la segunda la variable dependiente y. La 
función calcula y devuelve un vector columna dx representando la parte derecha de la 
ecuación diferencial 3.5. Esto es: 
         (desplazamiento inicial) 
        (velocidad inicial) 
 
   (
 
     
  
                  
        
) 
 (3.6) 
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Que en Matlab se escribiría de la siguiente forma: 
function [dx]=odefunction (t,x,Pn,Mn,amortiguamiento,raizw,w1) 
y=x(1); 
v=x(2); 
dx=[v;Pn/Mn-2*amortiguamiento*raizw*v-w1*y] 
end 
 
3.4.2. Optimización y explicación de algoritmo utilizado. 
Como ya hemos visto, de la optimización de la función cme2_càlcul_dinamic_adinamic.m 
dependerán la eficiencia, y por lo tanto, los límites de nuestro programa. Esta función es la que 
demora más tiempo para el cálculo.   
Se han llevado a cabo globalmente dos soluciones para mejorar el tiempo de cálculo: 
- Preparación optimizada de datos para que ode45 demore menos tiempo de cálculo. 
- Eliminación del cálculo de las ecuaciones diferenciales de equilibrio de los modos de 
vibración excitados muy levemente o no excitados debido a una fuerza en particular 
aplicada sobre la estructura. 
Estas dos soluciones se explican a continuación en los subapartados 3.3.2.a y 3.3.2.b 
respectivamente. 
 
3.4.2.a Preparación optimizada de datos para ode45. 
Si el lector observa el código de la función es posible que se pregunte el porqué del uso de 
tantas matrices y vectores auxiliares para el cálculo de la ecuación diferencial. La pregunta está 
totalmente justificada, ya que se podría haber escrito para el caso, por ejemplo, de una carga 
sinusoidal, partiendo del problema de autovalores solucionado, aplicando el principio de 
superposición y despreciando la amortiguación: 
Mn = matriz_canvio_base’*K* matriz_canvio_base; 
Kn= matriz_canvio_base’*M* matriz_canvio_base; 
Fn = matriz_canvio_base’* vector_F; 
 
        [T, Y] = ode45(@f_runge_kutta1,tspans,x0); 
 
function dydt = f_runge_kutta1(t,y) %Fuerza sinusoidal 
 
global Mn Kn Fn w 
for i = 1:n_modos_a_resolver  %Solo resuelvo para los primeros n modos 
de vibracion 
    dydt(2*(i-1)+1,1) = y(2*(i-1)+2,1); 
    dydt(2*(i-1)+2,1) = -Kn(i,i)/Mn(i,i)*y(2*(i-
1)+1)+Fn(i)*sin(w*t)/Mn(i,i);  Solución de la ecuación diferencial por 
método iterativo. 
end 
end 
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La nomenclatura del código se puede encontrar en el primer capítulo, ecuación 1,63. El código 
simplemente calcula las matrices Mn, Kn y Fn y mediante la función ode45, calcula la ecuación 
diferencial de segundo orden de la ecuación 1.67. Los principales problemas de hacerlo de esta 
manera son: 
 
1. Uso del bucle for con contador dentro de la función f_runge_kutta1.  
Los bucles for de Matlab son muy intuitivos y fáciles de usar. No obstante, ralentizan 
enormemente el código por su propia estructura. La mayoría de las veces, sin 
embargo, se pueden substituir por un producto de vectores o matrices. [The 
MathWorks, Inc. (1994-2015)] 
 
En este caso se está usando un bucle for de n repeticiones para cada fuerza aplicada 
en la estructura (en el ejemplo una sinusoidal), dentro de cada iteración del método 
numérico de Runge-Kutta. Esto es, se aplica este comando tantas veces como 
iteraciones sean necesarias para encontrar la solución de la ecuación diferencial. El 
resultado es un proceso mucho más lento que si se logrará poner este bucle for fuera 
de la ecuación diferencial y se pudiesen unificar todas las fuerzas en un solo cálculo. En 
este caso, n es el número de modos elegidos para el cálculo. Si se calculan todos los 
modos, para una estructura con n grados de libertad, estaríamos hablando de un 
n*100% de optimización.  
 
2. Uso de variables globales. 
El uso de variables globales ralentiza el cálculo en más de un 30% [The MathWorks, 
Inc. (1994-2015)]. Se deben evitar siempre que sea possible. En este caso, se pueden 
llamar las variables Mn, Kn, Fn y w mediante la sintaxis de la función Callback (@). 
 
De esta forma, para optimizar el primer código que programamos se ha considerado los 
siguientes puntos: 
- Evitar el uso de bucles for dentro de los cálculos iterativos de la ecuación diferencial. 
- Convertir la ecuación de segundo orden en dos de primer orden (ya hecho en el 
ejemplo que se muestra). Siempre es mucho más rápido calcular dos funciones 
diferenciales de primer orden que una de segundo orden. 
- Unificar dentro de lo posible todas las fuerzas en un solo cálculo, en vez de calcular n 
ecuaciones diferenciales para cada fuerza aplicada, donde n es el número de grados de 
libertad, y después aplicar el principio de superposición. 
- Evitar el uso de variables globales. 
Para evitar el uso del bucle for dentro de la ecuación diferencial, se ha desarrollado un 
algoritmo que se explica a continuación. Partiendo de la ecuación 3.1 se puede escribir: 
 ̈                ̇        
                                                (3.7) 
Donde:  
      
      
        
        
(3.7a) 
(3.7b)  
Si ahora cogemos la parte derecha de la ecuación 3.7 escribimos: 
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                       (3.8)  
 
Donde                    representan las fuerzas dinámicas sinusoidales, constantes y 
triangulares respectivamente. Para cada tipo de carga podemos escribir: 
       
             (3.9a)  
       
      (3.9b)  
       
                   (3.9c)  
Donde: 
   Vector que engloba todas las fuerzas de la estructura en valor absoluto. En la componente   
se escribe la fuerza    en valor absoluto, que representa la fuerza aplicada en el grado de 
libertad  . 
 : Matriz diagonal donde en cada elemento   de la diagonal se escribe la frecuencia  ,   , de 
la fuerza  ,   . En caso de que al grado de libertad   no se le aplique fuerza sinusoidal se escribe 
un 0         . 
 : Matriz diagonal donde en cada elemento   de la diagonal con carga constante se escribe un 
1. En caso de que al grado de libertad   no se le aplique fuerza constante se escribe un 0. 
  : Matriz diagonal que representa en cada elemento   de la diagonal con carga triangular, la 
contribución de la carga triangular dependiente del tiempo. En caso de que al grado de 
libertad   no se le aplique fuerza triangular se escribe un 0. 
  : Matriz diagonal que representa en cada elemento   de la diagonal con carga triangular, la 
contribución de la carga triangular independiente del tiempo. En caso de que al grado de 
libertad   no se le aplique fuerza triangular se escribe un 0. 
A continuación se explica detalladamente como obtener la matriz diagonal de la carga 
triangular . Nuestro programa, como se puede observar en el manual, permite calcular cargas 
triangulares como los de la Figura 3.5. Observemos que los intervalos de carga están definidos 
por 4 tiempos, estos son          y    respectivamente. En total podemos diferenciar 5 
intervalos, de los cuales 2 representan la carga nula inicial y final, mientras que los otros tres 
representan intervalos de carga diferentes. 
 
 
 Figura 3.5. 
Representación de 
la carga dinámica 
triangular posible 
en CEM2.0. 
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El segundo intervalo [       ] (primer intervalo de carga) se define con las matrices       y 
  , el tercer intervalo [       ]  se define con la matriz   y el cuarto intervalo [       ]  se 
define con las matrices       y   . 
Para su definición cojamos una fuerza triangular aplicada al grado de libertad   de la 
estructura. Para los diferentes intervalos de carga ésta se puede expresar como: 
                
           (
    
     
)            (
 
     
  
   
     
)
                    
 
 (3.10)  
               
            
 
 (3.11)  
                
           (
    
     
)            (
  
     
  
  
     
)
                    
 
 (3.12)  
Suponiendo que la estructura solo tenga una carga dinámica en el nudo i, se podrían escribir 
las siguientes ecuaciones de forma matricial como: 
               
                
              
      (3.13)  
               
                
 
Donde las matrices    ,    ,   ,     y     son matrices diagonales con todas sus 
componentes  nulas menos la componente  . Sus valores son    ,    ,   ,     y    .  
A continuación se explica cómo obtener las matrices    y    a partir de las matrices    ,   , 
A,     y     Para su explicación se ha creído conveniente considerar una estructura con dos 
cargas triangulares como las de la Figura 3.6, aunque esta explicación sirve para una estructura 
general con cualquier número de cargas triangulares.  
 
Figura 3.6. Representación de dos cargas dinámicas triangulares con intervalos de tiempo diferentes. 
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Como se puede observar, la fuerza se puede dividir en 8 intervalos (4x2), diferenciados con 
diferentes colores. Cada cambio de intervalo se produce porque alguna de las fuerzas ha 
cambiado el patrón de crecimiento. Entonces se puede escribir para cada intervalo y a partir 
de la ecuación 3.13: 
               
                         
           
 
               
               
                         
           
 
              
         
                         
           
 
              
                  
                       
             
 
              
           
                         
           
 
              
                  
                       
             
 
              
                          
                       
             
 
                
                         
           
 
 (3.14)  
De esta forma se tienen 8 matrices    y 8 matrices    diferentes en función del intervalo de 
tiempo. Por lo tanto, se obtienen 8 matrices   diferentes dependiendo del intervalo.  
Para un problema con   cargas triangulares se formarán diferentes   intervalos de carga, con 
     . El código programado calcula estos intervalos y calcula para cada intervalo la 
ecuación diferencial. 
A continuación se explica cómo se resuelve el problema general con    cargas sinusoidales,    
cargas constantes y    cargas triangulares. Al tratarse de un problema lineal, se aplica el 
Principio de Superposición. Para el caso más desfavorable, la fuerza      es una función a 
trozos con         intervalos. De esta forma, aplicando la ecuación 3.8 y 3.9, escribimos la 
fuerza total de la estructura como: 
     
{
  
 
  
 
                                                         
                                                         
 
                                                         
 
 
                                                         }
  
 
  
 
   (3.15)  
  
En el código del programa la fuerza      se expresa de esta forma. De esta manera, a la 
ecuación diferencial solo hay que dar como valores de entrada las diferentes matrices y limitar 
el tiempo de cálculo al intervalo deseado. Para el siguiente intervalo hay que introducir las 
condiciones de contorno del último tiempo del intervalo anterior. 
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Después, para la resolución de la ecuación diferencial de cualquier grado de libertad, se 
necesita el siguiente valor: 
        
       (3.16) 
 
De esta forma se evita el uso del bucle for dentro de la ecuación diferencial y se unifican todas 
las fuerzas en un solo cálculo, en vez de resolver ecuaciones diferenciales para cada fuerza 
aplicada y después aplicar el principio de superposición que, como se explicó al principio de 
este apartado, ralentizaría el código. 
Para concluir, comentar que el tiempo de cálculo del código depende principalmente, entre 
otros, del número de grados de libertad de la estructura y de la longitud del intervalo de 
tiempo deseado para el cálculo de la respuesta dinámica (al utilizar un método iterativo para la 
solución de la ecuación diferencial). Otro aspecto a considerar se explica en el siguiente 
apartado. 
 
3.4.2.b Eliminación de los modos menos excitados. 
La función ode45, que se encarga de la solución de la ecuación diferencial, demora mucho 
tiempo de cálculo en los siguientes casos (J.McCann, [23]): 
1. Cuando la respuesta es oscilatoria. 
2. Cuando la respuesta es cercana a cero. 
Para modos pocos excitados, ambos casos caracterizan la solución de la ecuación diferencial a 
resolver.  
Para la solución del primer caso se deberían considerar otros métodos para la resolución de la 
ecuación diferencial, como por ejemplo los métodos de Burlisch-Stoer o el método de Gear 
(J.McCann, [23]). Estas soluciones no se abarcaran en este trabajo, aunque dejan la puerta 
abierta a futuros desarrolladores. 
Para la solución del segundo caso se ha propuesto eliminar del cálculo los modos de vibración 
menos excitados. Para ello, se calculan en la función reducciomodescalcul.m el Factor de 
participación modal (variable tauc), la Masa efectiva modal (variable meff) para cada modo y la  
Masa efectiva  total. Con ello se crean los porcentajes de participación de masa efectiva de 
cada modo. El algoritmo funciona de la siguiente manera: 
- Se calcula un vector  , tal que             . 
- Después se normaliza los vectores propios respecto la matriz de masa.      
- Después se calcula el factor de participación modal. Esto es           . 
- Posteriormente se calcula el vector Masa modal efectiva de cada modo.      
      
- Se suman todas las masas modales efectivas y se calcula el tanto por ciento 
correspondiente a cada una. 
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- Se escogen solamente los modos de vibración más representativos, según criterio del 
usuario. (Figura 2.14). Se escriben en el vector ordremodesmespart. 
- Finalmente se ordenan los vectores convenientemente para el cálculo. 
 
3.4.3. Funcionamiento de la función cme2_calcul_adinamic.m. 
Las variables de entrada y de salida de la función cme2_calcul_dinamic_adinamic.m están 
detalladamente explicadas en el código. La función está programada con los algoritmos 
explicados en el apartado 3.4.2.a y 3.4.2.b. No obstante, en el código están explicados 
detalladamente todos los pasos. Seguidamente se muestra un esquema que explica el 
funcionamiento global de la función: 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
function cme2_calcul_dinamic_adinamic.m 
cme2_calcul_dinamicmodal 
matriu_rigidesa_masa2.m 
 
Calcula la matriz de rigidez y de masa de la 
estructura.  Ordena otros vectores 
convenientemente para el cálculo (ver código). 
analisis_modal.m 
 
Calcula los  vectores propios normalizados y        
frecuencias de vibración asociadas. 
 
 
Dimensionamiento de las matrices de respuesta 
dinámica (desplazamiento YF y velocidad VF) en 
función del intervalo introducido por el usuario. 
Líneas 92-116 
Cálculo de las matrices A1,A1,A,C1,C2 para cada carga 
dinámica triangular (si las hay).  Cálculo de las matrices 
W y  K.  Predimensionamiento matriz T. Estas matrices 
están explicadas en el punto 3.2 de este capítulo. 
Líneas 118-240 
CASO CON CARGA TRIANGULAR CASO SIN CARGA TRIANGULAR 
Se ordenan todos los 
intervalos de todas las 
cargas triangulares de mayor 
a menor. Se eliminan los 
repetidos. 
Líneas 245-
258 
odefunctiondefinitiva2 
 
Funciones externas a cme2.m 
Variables. 
reducciomodescalcul.m 
 
Apartado 3.4.2.b 
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.   
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
** Los intervalos de tiempo para la ecuación diferencial (variable tspans) se han definido 
teniendo en cuenta los siguientes aspectos: 
- El tiempo final e inicial de dos intervalos consecutivos tiene que ser el mismo. De esta 
forma, la condición inicial de contorno para el siguiente intervalo es el último tiempo 
del intervalo anterior.  
- El primer intervalo de todos tiene que empezar con el tiempo 0, independientemente 
del tiempo de cálculo elegido por el usuario. Esto es así porque solo se conocen las 
condiciones de contorno en el tiempo 0. Posteriormente, se elimina para su 
representación. 
- Un intervalo tiene que contener al menos tres puntos de tiempo. Si se define un 
intervalo con solo 2 tiempos, la función ode45 te devuelve el vector T con todos los 
tiempos usados por cada iteración, en vez de los tiempos deseados. 
 
 
 
 
 
 
Para cada intervalo de 
tiempo (Figura 3.6) se 
calcula la combinación de 
matrices A1,A1,A,C1,C2 
correspondiente. Se 
encuentra T1 y T2. 
Líneas 265-
312 
Cálculo de los intervalos de 
tiempo a introducir en la 
ecuación diferencial 
teniendo en cuenta las 
condiciones descritas 
después de este esquema** 
Líneas 314-
390 
Para cada grado de libertad j se calcula la 
ecuación diferencial. La respuesta se 
coloca en la columna  (j+1) de YF y VF. En 
la primera columna se coloca el tiempo. 
Cada intervalo de tiempo se coloca en el 
lugar correspondiente de la matriz. 
Líneas 392-
432 
odefunction_cas_triangularvarios 
 
Líneas 449-477 
YF_global 
 
FUNCIONES 
REPRESENTACIÓN 
GRÁFICA (apartado 
2.4) 
Para cada grado de libertad  j se calcula la 
ecuación diferencial. La respuesta se 
coloca en la columna  (j+1) de YF y VF. En 
la primera columna se coloca el tiempo.  
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CAPÍTULO 4 Verificación del 
programa 
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1. Introducción. 
 
En este apartado se verifican los resultados del programa comparándolos con ejercicios 
resueltos de diferentes fuentes citadas en la bibliografía. En todos ellos se consideran 
diferentes condiciones de contorno y diferentes tipos de carga dinámica con el fin de verificar 
el programa lo más ampliamente posible. 
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2. Comparación de resultados. 
2.1. Viga bi-empotrada con carga tipo triangular 
En este ejemplo se calculan las frecuencias, los modos y la respuesta dinámica de la viga bi-
empotrada de la Figura 4.1.  
 
 
 
Primero se dibuja la estructura, se definen las propiedades de las barras y se aplica la carga 
dinámica, como se ve en la figura 4.2 y Figura 4.3: 
 
Figura 4.1. Viga bi- empotrada con carga triangular. [Paz,1992, p.375].  La densidad 
de la barra es de  masa/largo=0.1 (mismas unidades que todo el problema). 
Figura 4.2. Definición y representación de la estructura en el programa CEM 2.0. 
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Figura 4.4.1. Resultados  del  problema de la Figura 4.4. [Paz,1992, p.376] 
Figura 4.4.2. Resultados 
del programa CEM 2.0. 
 
  
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
Análisis Modal 
Los resultados del libro se presentan en la Figura 4.4.1. Las frecuencias resultantes del 
programa en la Figura 4.4.2. 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
Nótese como las frecuencias de vibración del libro se presentan en ciclos por segundo 
mientras las del programa se presentan en rad/s.  Aplicando el factor de conversión: 
 
   
 
 
 
  
      
 
Figura 4.3. Definición de propiedades de las barras y carga dinámica. 
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Tenemos que: 
           
 
  
            
           
 
  
             
          
 
  
             
           
 
  
             
           
 
  
              
          
 
  
              
 
Por lo tanto, podemos afirmar que los valores de las frecuencias de vibración calculados son 
exactos a los del libro, por lo que el cálculo es correcto. 
El lector puede observar gráficamente los modos normales asociados a cada frecuencia 
haciendo clic en la frecuencia deseada en el programa. El vector numérico se muestra en la 
Command window de Matlab, tal como se explica detalladamente en el Manual de Usuario. En 
este ejemplo, no será posible evaluar la representación gráfica de los modos, ya que el libro no 
la presenta. Se evalúan los vectores numéricos. 
Para la comparación de vectores propios, se introduce como oscilación máxima la misma que 
la del vector en cuestión para los resultados del libro. De esta forma, se pueden comparar 
directamente. En la tabla 4.1 se presentan los resultados. La interpretación de estos vectores 
está explicada en el Manual de Usuario. Sus componentes están ordenados empezando por el 
primer nudo, ascendentemente hasta el último. Cada nudo tiene 6 movimientos posibles 
(grados de libertad). Estos movimientos son desplazamientos y giros en los tres ejes x,y,z, 
ordenados respectivamente. Por lo tanto, en un ejemplo como el nuestro el vector tendrá 
       componentes. La componente 5, por comentar una, representa el giro en el eje y 
del nudo 1. Esto facilita al usuario la interpretación de los vectores propios.  
Como se puede observar, las componentes de los modos calculados por CEM 2.0 y los del libro 
son exactos. Por lo tanto, podemos afirmar que el cálculo es correcto. 
 
 78 
 
 
Tabla 4.1.  Vectores de los modos de vibración asociados a cada frecuencia. La oscilación máxima de cada vector 
se ha escogido igual a los vectores de la solución del libro, para poder compararlos directamente con los 
resultados. 
Respuesta dinámica 
La respuesta dinámica en función del tiempo está expresada en el libro como se observa en la 
Figura 4.5.1. 
 
  
 
 
 
 
Figura 4.5.1. Respuesta dinámica del problema de la Figura 4.5 
[Paz,1992,p.376] 
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CEM 2.0 calcula automáticamente los valores 
máximos en el intervalo de tiempo deseado y 
los escribe en la Command Window de Matlab®. 
Los resultados se observan en la Figura 4.5.2. La 
interpretación de los vectores está explicada en 
el Manual de Usuario.  
Como se puede apreciar, salvo por diferencias 
debidas al redondeo, los valores son iguales. Por 
lo tanto, podemos afirmar que CEM 2.0 resuelve 
correctamente este problema. A continuación 
en la Figura 4.5.3 se muestra la evolución 
temporal  del nudo central en el eje y. 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.5.3. Respuesta temporal del nudo 3 (Figura 4.1) en eje y en el intervalo de carga definido. 
 
 
 Figura 4.5.2. Valores máximos calculados por CEM 
2.0 del problema de la Figura 4.1. La primera 
columna representa el tiempo, mientras que la 
segunda representa los valores máximos. 
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2.2. Pórtico normal con carga dinámica constante aplicada. 
En este ejemplo se calculan las frecuencias, los modos y la respuesta dinámica del enrejado 
plano de la Figura 4.6.1.  
 
Figura 4.6.1. Pórtico normal con carga dinámica constante.[Paz, 1992, p.418]. 
La estructura se dibuja en el plano xy. La fuerza constante de 5000kp tiene componente z. En 
la Figura 4.6.2 se puede observar la estructura dibujada en el programa. En la Figura 4.7 las 
propiedades definidas de las barras. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.6.2. Definición y representación de la estructura en el programa CEM 2.0. 
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Análisis Modal 
Los modos y frecuencias  del libro de la fuente citada se presentan en la Figura 4.8.  
 
Figura 4.8. Resultados del problema de la Figura 4.5. [Paz, 1992, p.421]. 
 
Las frecuencias calculadas con el programa son prácticamente idénticas           
como se puede observar en la Figura 4.9. Por lo tanto, podríamos decir que 
son correctas. 
Figura 4.9. Frecuencias de vibración obtenidas con el programa CEM 2.0.  
 
Figura 4.7. Definición de propiedades de las barras y carga dinámica. 
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De manera análoga al primer ejemplo, se exponen los vectores propios de vibración calculados 
por el programa en la tabla 4.2. Los resultados son idénticos. 
 
Tabla 4.2. Modos de vibración calculados por CEM 2.0. 
Análisis Dinámico 
La respuesta dinámica en función del tiempo está expresada en el libro tal y como se observa 
en la Figura 4.10: 
 
 
Figura 4.10. Respuesta dinámica del problema de la Figura 4.6.1 [Paz, 1992, p.422]. 
 
El programa CEM 2.0 ofrece la posibilidad de calcular la deformada en un instante   deseado. 
Para comprobar los resultados verificaremos  que las ecuaciones de la Figura 4.10 se cumplen 
para            . 
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Aplicando las ecuaciones de la Figura 4.10 para       se tiene: 
     
                                                     
                 
     
                                                      
                
     
                                                         
Para t=0,10 se tiene: 
     
                                                                 
     
                                                                 
     
                                                    
Para calcular con CEM 2.0 la deformación en un punto exacto insertamos el tiempo inicial de 
cálculo igual al tiempo final de cálculo. Se consideran los 3 modos de vibración para el cálculo. 
Para t=0,4, los resultados se presentan en la Figura 4.11. Para t=1, los resultados son los de la 
Figura 4.12. La primera columna se refiere al tiempo, la segunda es el vector de la deformada.  
 
      Figura 4.11. Deformada para t=0,4. 
Los resultados difieren levemente debido al redondeo de Matlab a la tercera cifra decimal. Por 
consiguiente, los resultados calculados por CEM 2.0 se pueden considerar como correctos. 
Figura 4.12. Deformada para t=1. 
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En las Figura 4.13 se representa el movimiento en la dirección z del nudo 1 en el intervalo 
[0,1], obtenidas con el programa CEM 2.0. En la figura 4.14 se representan los giros del nudo 1 
en el mismo intervalo. 
 
Figura 4.13. Desplazamiento z del nudo 1 en el intervalo [0,1] calculado con CEM2.0. 
 
Figura 4.14. Giro y (superior) y Giro z (inferior) del nudo 1 en el intervalo [0,1] calculado con CEM2.0. 
 
Finalmente, comentar que el usuario del programa puede observar el movimiento de la 
estructura en el intervalo de tiempo deseado en el mismo programa CEM2.0. 
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2.3. Viga empotrada con resorte elástico en un extremo.  Precisión en 
función de los nudos considerados. 
El objetivo de este ejemplo es validar el uso de condiciones de contorno elásticas en los nudos, 
así como evaluar la precisión de las frecuencias de vibración obtenidas en función de los nudos 
considerados para el cálculo. Para ello se ha considerado el ejemplo de la imagen 4.15.   
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
En CEM 2.0, la estructura se ha situado en el eje x como se observa en la Figura 4.16. Se han 
considerado 3 nudos. Para indicar al programa que solo calcule los modos de vibración en el 
plano de la pantalla se añade una fuerza en el nudo tres de dirección  . De esta forma, la 
rigidez a torsión (no facilitada en el enunciado) no afecta a los modos calculados.  
Figura 4.15. Viga empotrada con resorte elástico en un extremo.. [Graham,2012, p.715] 
Figura 4. 16 Definición y representación de la estructura de la Figura 4.15 en el programa CEM 2.0. 
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Las propiedades de las barras y la definición de las condiciones de contorno del nudo 3 se 
pueden observar en la Figura 4.17. 
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Análisis Modal 
Las frecuencias de la estructura según el libro de la fuente citada se presentan en la Figura 
4.18. Las primeras mostradas en esta figura están calculadas por el método de los elementos 
finitos. Las segundas son las frecuencias exactas de la estructura, calculadas analíticamente. 
 
 
 
 
Las frecuencias calculadas por el programa CEM 2.0, considerando 3 nudos en la estructura, se 
muestran en la Figura 4.19. Comparando con los resultados de la Figura 4.18 observamos que 
la precisión de la frecuencia menor calculada por CEM 2.0 (Superposición Modal) es más 
elevada que usando el método de los elementos finitos. No obstante, en las frecuencias más 
Figura 4.17. Propiedades de las barras y condiciones de contorno del nudo 3. 
Figura 4.18. Frecuencias del problema de la Figura 4.15 según la fuente citada. Las primeras frecuencias 
están obtenidas mediante el MEF. Las segundas son las frecuencias exactas de la estructura. 
 87 
 
elevadas la precisión decae. Considerando que solo se han considerado 
3 nudos y que  las primeras frecuencias de vibración normalmente son 
suficientes para definir la respuesta dinámica con cierta precisión, los 
resultados se podrían considerar aceptables. 
Si se quiere aumentar la precisión de cálculo se debe aumentar el 
número de nudos. En la figura 4.20 se ha definido el mismo problema 
con 11 nudos. 
 
 
 
Figura 4.20. Definición y representación de la estructura de la Figura 4.15 en el programa CEM 2.0, considerando 
11 nudos. 
 
Las primeras 4 frecuencias calculadas por el programa CEM 2.0, 
considerando 11 nudos en la estructura, se muestran en la Figura 4.21.  
Nótese como la precisión ha aumentado considerablemente, 
especialmente en el tercer y cuarto modo de vibración. 
Finalmente en la  Figura 4.22 se representan los 4 primeros modos de 
vibración asociados a las frecuencias de la Figura 4.21. 
 
 
 
 
Figura 4.19. 
Frecuencias obtenidas 
en CEM 2.0 (3 nudos). 
Figura 4.21. 
Frecuencias obtenidas 
en CEM 2.0 (11 nudos) 
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2.4. Enrejado plano con barras articuladas.  
El objetivo de este ejemplo es validar el uso de extremos de barra articulados en el programa.  
Para eso se considerará el problema de la Figura 4.23. 
En CEM 2.0, la estructura se ha situado en el plano xy como se observa en la Figura 4.24. Para 
indicar al programa que solo calcule los modos de vibración en el plano de la pantalla se ha 
añadido una fuerza en el nudo tres de dirección  . De esta forma, la rigidez a torsión (no 
facilitada en el enunciado) no afecta a los modos calculados.  
Las propiedades de las barras se pueden observar en la Figura 4.25 (mismas que en el 
enunciado). Obsérvese como los extremos de barras se han definido como articulados. 
 
 
 
Figura 4.22. Representación gráfica en CEM 2.0 de los primeros cuatro modos de 
vibración considerando 11 nudos. 
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Análisis Modal 
En la Figura 4.26 se exponen los modos y frecuencias de vibración calculados por el libro de la 
fuente citada. En la Figura 4.27 aparecen las frecuencias de vibración obtenidas por CEM2.0.
 
 
Obsérvese que, salvo por diferencias debidas al redondeo, los resultados de las frecuencias de 
vibración son prácticamente idénticos. 
Figura 4.23. Pórtico plano con barras articuladas. [Paz,1991,p.453] 
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De manera análoga al primer ejemplo, se exponen los vectores propios de vibración calculados 
por el programa en la tabla 4.3. Los resultados son idénticos. Por consiguiente, podemos 
concluir que el problema de autovalores es calculado correctamente en este caso. 
 
Figura 4.24. Definición y representación de la estructura de la Figura 4.23 en el programa CEM 2.0.  
 
  
  
 
 
 
 
 
Figura 4.25. Propiedades de las 
barras definidas en CEM 2.0. 
Figura 4.26. Frecuencias y modos de vibración calculados por el libro 
[Paz,1992,p.456] 
Figura 4.26. Frecuencias de 
vibración calculadas por el programa 
CEM 2.0. 
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Tabla 4.3. Modos de vibración (vector y representación gráfica) calculados por CEM 2.0. 
 
Análisis Dinámico 
Para el análisis de la respuesta dinámica se considera una fuerza constante de 5000Kp 
repentinamente aplicada en el nudo 3 en dirección x, como se observa en la Figura 4.24. 
En la Figura 4.27 se muestran los resultados según la fuente citada.   
  
 
A continuación se representa gráficamente en la Figura 4.28 la respuesta temporal de los tres 
grados de libertad debida a la carga constante aplicada en el intervalo de tiempo [0; 0,1]. Se ha 
considerado un tiempo de paso de 0,0005 y la respuesta se ha calculado considerando los tres 
modos de vibración. 
Figura 4.27. Respuesta dinámica en función del tiempo del problema de la Figura 4.23. [Paz, 1992, p.458] 
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Tabla 4.28. Respuesta temporal 
del problema en el intervalo t= 
[0-0,1]: 
1. Desplazamiento x nudo 3. 
2. Desplazamiento y nudo 3. 
3. Desplazamiento x nudo 2. 
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Para verificar los resultados se calcularan las ecuaciones de la Figura 4.27 para        y 
      . Posteriormente se calcularan con CEM 2.0 la respuesta exacta en estos instantes. 
Para        se tiene: 
     
        
                                                           
             
     
        
                                                            
             
     
        
                                                           
             
Para        se tiene: 
     
        
                                                           
            
     
        
                                                            
             
     
        
                                                           
             
En la Figura 4.28 y 4.29 se muestran los vectores de la deformada en coordenadas locales 
calculados por CEM 2.0. Los resultados son parecidos pero difieren levemente. Esto puede ser 
debido al redondeo que hace el autor del libro en los términos que multiplican los cosenos.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Tabla 4.28. Deformada t=0,01; 
calculada por CEM 2.0. 
 
Tabla 4.29. Deformada t=0,04; 
calculada por CEM 2.0. 
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2.5. Pórtico espacial con carga sinusoidal. El fenómeno de la resonancia 
con y sin amortiguamiento. 
Este ejemplo tiene como objetivo demostrar el fenómeno de la resonancia en el programa, 
como prueba de validación. También intenta mostrar, como los futuros usuarios pueden usar 
el programa para entender mejor la Dinámica de Estructuras y para llegar a sus propias 
conclusiones.  
Se propone analizar el pórtico de la Figura 4.30. Se trata de una estructura con 14 nudos y 20 
barras. Sus dimensiones son de 7 m de largo x 5 m de ancho x 7 m de altura (3.5 por columna). 
Primeramente se despreciará la amortiguación del sistema. Después se compararán los 
resultados considerando un 3% de amortiguación global. 
Las propiedades de las barras representando las columnas (color negro) se han definido como: 
          
 
  
                         
                
        
    
  
  
 . 
Las propiedades de las jácenas (color rojo) apoyadas en las columnas  se han definido como: 
        
 
  
                        
               
               
                      . 
Las propiedades de la  viga central (color verde) apoyada en las jácenas se ha definido como: 
        
 
  
                         
               
               
                      . 
 
 Figura 4.30. Pórtico espacial creado con CEM 2.0.  
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Los primeros 6 modos de vibración de la estructura se representan a continuación: 
 
 
  
 
 
 
 
 
Obsérvese como el sexto modo representa un desplazamiento del nudo 11 (desplazamiento de 
la viga) horizontal. 
La figura 4.31 representa la respuesta temporal del nudo 11 en el eje   en el intervalo de 
tiempo  [0-4] cuando se aplica una fuerza horizontal sinusoidal                        
   . Esto es, la frecuencia forzada ( ̅) es igual a la sexta frecuencia natural de la estructura 
(  ). Esta fuerza podría representar, por ejemplo, un motor que se apoya en la viga. 
 
𝝎𝟏  𝟐𝟒 𝟒𝟔 𝒓𝒂𝒅 𝒔 𝝎𝟐  𝟐𝟔 𝟎𝟔 𝒓𝒂𝒅 𝒔 𝝎𝟑  𝟐𝟖 𝟎𝟔 𝒓𝒂𝒅 𝒔 
𝝎𝟒  𝟐𝟖 𝟗𝟓 𝒓𝒂𝒅 𝒔 𝝎𝟓  𝟒𝟐 𝟖𝟖 𝒓𝒂𝒅 𝒔 𝝎𝟔  𝟔𝟏 𝟔𝟖 𝒓𝒂𝒅 𝒔 
Figura 4.31. Respuesta del nudo 11 (eje x) debido a una carga sinusoidal con la misma frecuencia que la del 
sexto modo de la estructura. Intervalo t=[0-4]. Intervalo dt=0.01. Sin amortiguamiento. Se han considerado 
todos los modos de vibración para el cálculo. 
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Se puede observar como la amplitud del movimiento tiende a aumentar infinitamente. En este 
caso se dice que el sistema está en resonancia. 
En la Figura 4.32 se puede observar la respuesta horizontal del nudo 11 cuando se considera 
un amortiguamiento del 3%. Observémos que en este caso la respuesta no tiende a infinito. 
Esto ocurre debido a que la respuesta de un sistema con amortiguamiento debido a una fuerza  
 
Figura 4.32. Respuesta del nudo 11 (eje x) debido a una carga sinusoidal con la misma frecuencia que la del sexto 
modo de la estructura. Intervalo t=[0-4]. Intervalo dt=0.01. Con amortiguamiento del 3%. Se han considerado 
todos los modos de vibración para el cálculo. 
sinusoidal está compuesta por una componente transitoria y una componente permanente. La 
primera desaparece con el tiempo (en este ejemplo aproximadamente en t=3), dejando 
solamente el movimiento permanente. 
Este fenómeno se puede observar también analizando la ecuación analítica del movimiento de 
un sistema con un grado de libertad y con amortiguación (ecuación 5.1). Obsérvese que el 
primer sumando al ser exponencial tiende a cero, mientras el segundo es una función 
sinusoidal con valor máximo cuando     (frecuencia forzada igual a la de la estructura). 
                   
                       
        ̅    
√              
 
       
   ̅   es la razón de frecuencias; 
   es la deformación estática; 
  es el porcentaje de amortiguamiento; 
                ; 
  es la frecuencia del sistema con amortiguación; 
A y B son constantes obtenidas a partir de las condiciones iniciales. 
  
 (5.1) 
Para finalizar este capítulo, se muestra la importancia de diseñar estructuras con frecuencias 
propias de vibración alejadas de las posibles frecuencias forzadas a las que puedan estar 
expuestas.  
En la figura 4.33 se muestra la respuesta temporal horizontal del mismo nudo que las gráficas 
anteriores considerando la misma carga pero con una frecuencia muy alejada de las 
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frecuencias propias de la estructura. Se ha considerado una frecuencia forzada de  ̅          , 
que se aleja más de un 20% de la sexta (              ) y séptima (                 ) 
frecuencia. Se ha considerado la misma amortiguación (3%). 
 
Figura 4.32. Respuesta del nudo 11 (eje x) debido a una carga sinusoidal con una frecuencia alejada de las propias 
de la estructura. Intervalo t=[0-4]. Con amortiguamiento. Se han considerado todos los modos de vibración para 
el cálculo 
Obsérvese como el máximo desplazamiento en este caso es alrededor de los      , mientras 
en el caso con resonancia superaba ligeramente los   . No obstante, el desplazamiento en 
ambos casos es inadmisible y se debería reconsiderar el uso de otro tipo de vigas en vez de una 
viga IPE (eje vertical de inercia bajo). 
Por otro lado, es interesante observar como la opción de optimización del programa permite 
hacer el mismo cálculo con un error de precisión inapreciable y reduciendo drásticamente el 
tiempo de cálculo en más de un 150% en este caso. En el capítulo 5 se analizará esta opción 
más detalladamente. 
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CAPÍTULO 5. Aplicación a un caso real 
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1. Introducción. 
 
El objetivo de este capítulo es comprobar la potencia del programa para su aplicación en 
estructuras reales, así como mostrar su capacidad docente. 
Para ello, se ha escogido una estructura real tridimensional con un número de nudos y barras 
considerable. A continuación se realiza un análisis dinámico completo de la estructura con 
CEM 2.0. 
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2. Estructura a analizar. 
 
Para la comprobación del programa se ha creído conveniente analizar el pórtico con celosías 
de la Figura 5.1, situado en la calle Haderunstraβe de la ciudad de Múnich, Alemania.  Su uso 
está muy extendido en las obras de esta región por dos motivos: 
- Permite el paso de cables eléctricos y de tuberías de agua por encima de éste, si es 
preciso. 
- Alerta a los conductores y peatones de la presencia de una obra. Por consiguiente, 
alerta del peligro de salida de camiones, entre otros. 
- También se usa como puente de instalaciones entre los diferentes ríos de la ciudad. 
 
Figura 5.1. Pórtico en celosía para alertar de la presencia de una obra y el paso de tuberías y cables eléctricos. 
Para la elección de la estructura se han considerado los siguientes factores: 
- Su accesibilidad y facilidad de medición, que permite crear un modelo muy 
aproximado con el programa. 
-  Se trata de una estructura tridimensional con muchos nudos (152) y barras (409), lo 
que permite realmente comprobar la potencia del programa. 
- Las condiciones de contorno son bien conocidas (dos empotramientos en la base). 
- Al ser una estructura considerablemente plana, la representación de los modos 
propios es fácil de interpretar. 
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3. Trabajo de campo. 
 
Usando una cinta métrica se han medido los diferentes tipos de barras de la estructura y se 
han asociado al diámetro más cercano según UNE-EN 10219-2. . La longitud de ésta se ha 
aproximado a 14m y la altura a 3,4m (a partir de la parte superior de los pesos estabilizantes). 
Las columnas están formadas por dos tipos de barra: las verticales y las inclinadas. El diámetro 
de las verticales es de 48,3cm (Figura 5.2a). El diámetro de las inclinadas (Figura 5.2b) se ha 
aproximado a 3,37 cm de diámetro. La longitud de la base de los triángulos isósceles de la 
celosía es de 55cm. 
 
                                                 a)                                                                                                  b) 
 
El diámetro de las barras de la viga superior no se ha podido medir y se han considerado de 
4,24 cm todas ellas. 
El material considerado ha sido el acero. Se han considerado perfiles tubulares de espesor 3 y 
2,5 mm dependiendo de las barras. De esta forma, las propiedades de las barras para el 
análisis se resumen en la siguiente tabla: 
 
Columnas Viga 
Barras Verticales Inclinadas Todas 
Diámetro (m) 0,0483 0,0337 0,0424 
E (N/m^2) 2E+11 2E+11 2E+11 
Espesor (m) 0,003 0,0025 0,003 
A (m^2) 4,27E-04 2,45E-04 3,71E-04 
Iz=Iy (m^4) 0,00000011 0,00000003 7,25E-08 
G·It (Nm^2) 18480 5040 12180 
Densidad 
(Kg/m^3) 7850 7850 7850 
Tabla 5.1. Resumen de las propiedades de las barras. 
Figura 5.2. Dimensiones de las barras de las columnas. a) Verticales b) Inclinadas. 
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4. Modelización de la estructura. 
 
La estructura modelada con el programa CEM 2.0 se puede observar en la Figura 5.3. Ésta está 
formada por 152 nudos y 409 barras.  
 
 
 
  
 
 
 
Figura 5.3. Modelización de la estructura con CEM 2.0. Vista 3D 
Figura 5.4. Modelización de la estructura con CEM 2.0. Vista XY 
Figura 5.5. Modelización de la estructura con CEM 2.0. Vista XZ 
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En la estructura se han considerado cuatro colores para las barras: 
- Barras negras: representan las barras verticales. 
- Barras azules: representan las barras inclinadas. 
- Barras naranjas: representan las barras de la viga. 
- Barras rojas: solo hay cuatro y representan los rigidizadores de las columnas. También 
de color rojo en la Figura 5.1. Estas barras se han considerado macizas y no huecas con 
un diametro de 5cm. 
5. Análisis modal. 
 
El programa calcula con un tiempo despreciable los 1032 modos de vibración de la estructura. 
A continuación se representan los primeros 6 modos de vibración. La vista escogida siempre ha 
sido la más favorable. 
 
 
 
 
 
 
Figura 5.6. Representación del primer modo de vibración. 
𝝎𝟏  𝟏𝟒 𝟖𝟓𝟕 𝒓𝒂𝒅 𝒔 
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Figura 5.7. Representación del segundo modo de vibración. 
𝝎𝟑  𝟑𝟗 𝟐𝟐𝟔 𝒓𝒂𝒅 𝒔 
Figura 5.8. Representación del tercer modo de vibración. 
𝝎𝟐  𝟐𝟓 𝟗𝟖𝟓 𝒓𝒂𝒅 𝒔 
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𝝎𝟒  𝟔𝟐 𝟕𝟓𝟎 𝒓𝒂𝒅 𝒔 
Figura 5.9.  Representación del cuarto modo de vibración.  
Figura 5.10. Representación del quinto modo de vibración.  
𝝎𝟓  𝟔𝟗 𝟎𝟑𝟔 𝒓𝒂𝒅 𝒔 
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6. Caso de aplicación de cargas dinámicas. 
Supongamos ahora que esta misma estructura se usa como grúa pórtico. Los efectos 
dinámicos más importantes a considerar son: 
- El e ect  “im uls ” en las subidas y ba adas de carga. Se trata de un e ect  vertical. 
- El efecto de frenado cuando las cargas se mueven. Se trata de un efecto horizontal. 
Nos proponemos analizar el desplazamiento vertical máximo producido por la fuerza de inercia 
debida a las aceleraciones de subida y bajada. Considerando una grúa pequeña de las 
siguientes características: 
- Carga máxima: 1000    
- Aceleración media: 0,19     
- Duración de la aceleración: 3,2   
La fuerza de inercia es: 
                 
     
  
      
Esta fuerza se ha simulado como una carga constante que actúa durante un intervalo de 
tiempo igual a la duración de la aceleración (3,2  ). Para ello, en el programa CEM 2.0 se ha 
𝝎𝟔  𝟏𝟐𝟐 𝟑𝟔𝟗 𝒓𝒂𝒅 𝒔 
Figura 5.11. Representación del sexto modo de vibración.  
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considerado una carga del tipo triangular (Figura 2.8) con         y          . La carga 
resultante tiene forma rectangular. 
La fuerza se ha aplicado repartida en tres cargas puntuales en los extremos del triángulo 
central (en el eje x-z, paralelo al suelo) de la viga (nudos 108, 81 y 82) de la siguiente forma: 
          
   
 
     
                  
   
 
 
       
Al tratarse de un análisis cualitativo para demostrar el uso del programa, se desprecian 
coeficientes de mayoración de cargas. 
El factor de participación de masa efectiva (EMPF,              ) de los 6 primeros modos 
más representativos (ordenados de mayor a menor según EMPF y no en orden crecientes de 
modos) se representan en la Figura 5.12. También se representan los factores de participación 
modal (MPF). 
 
Figura 5.12.  Datos calculados por CEM2.0. Primera columna muestra los modos con más representación en la 
respuesta dinámica. En la segunda columna se muestran sus frecuencias asociadas(rad/s). En la tercera columna 
se muestra el EMPF en tanto por 1. En la cuarta columna se muestra el Factor de Participación Modal. 
El EMPF es un porcentaje que nos aporta una idea de cuanta masa efectiva contribuye al 
movimiento en la dirección de la fuerza aplicada para cada modo . Es importante resaltar, para 
evitar confusiones, que este factor no proporciona el porcentaje de participación de cada 
modo a la respuesta dinámica concreta del problema. En este caso, proporciona la 
contribución de cada modo a un movimiento en el eje y. 
Para entender este concepto mejor, puede ser útil observar la representación de los 3 
primeros modos de con EMPF más alta (modos de la primera columna de la Figura 5.17). Estos 
se representan en las Figuras 5.12-5.14. El lector puede observar que los 3 modos 
representados tienen componente   dominante. Si se comparan estos, por ejemplo, con el 
primer modo (Figura 5.6), resulta gráficamente trivial que estos modos tienen una 
contribución mucho mayor en la dirección  . 
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Figura 5.12. Representación del tercer modo de vibración. 
 
Figura 5.13. Representación del 11º modo de vibración. 
 
Figura 5.14. Representación del 26º modo de vibración. 
𝝎𝟑  𝟑𝟗 𝟐𝟐𝟔𝟓 𝒓𝒂𝒅 𝒔 
𝝎𝟏𝟏  𝟐𝟒𝟕 𝟎𝟕 𝒓𝒂𝒅 𝒔 
𝝎𝟐𝟔  𝟓𝟕𝟗 𝟑𝟑𝒓𝒂𝒅 𝒔 
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Otro parámetro interesante es el factor de respuesta dinámica. Este calcula la contribución de 
cada modo a partir de la deformada estática de las cargas aplicadas. Lamentablemente, CEM 
2.0 no calcula este parámetro antes del cálculo. No obstante, al final del cálculo muestra la 
contribución de cada modo a la respuesta máxima de la estructura. 
Debido a que la frecuencia de oscilación del cuarto modo más representativo está por encima 
de los 1000rad/s, el cálculo se podría realizar de manera lenta para estos. Esto es debido, a 
que normalmente la participación de estos modos es casi nula y, por lo tanto, la solución de la 
ecuación diferencial demora mucho tiempo de cómputo.  
Por este motivo, resulta interesante observar en un intervalo muy pequeño (suficientemente 
grande para coger una oscilación completa), la contribución de cada modo a la respuesta 
máxima de la estructura. Si calculamos para un intervalo   [     ] la respuesta para los 4 
primeros modos más representativos (modos 3,11,26 y 44), observamos la contribución de 
cada modo a la respuesta máxima de la estructura (Figura 5.15) al final del cálculo. Debido al 
cuarto modo, el tiempo de cálculo se 
dispara a 36 segundos. En la Figura 5.16 se 
aprecia que se ha abarcado una oscilación 
completa del movimiento. 
 
Obsérvese que considerando el tercer y el undécimo modo obtenemos un 99,8% de la 
respuesta dinámica. Considerando que en el diseño se mayoran las cargas y analizando 
cualitativamente la forma de los modos restantes, los resultados se podrán considerar 
satisfactorios considerando los dos primeros modos (modos 3 y 11).  
En la Figura 5.18 se muestra la respuesta dinámica de la estructura en el intervalo [0,6] sin 
considerar amortiguación. El tiempo de cálculo ha sido de 150 segundos considerando los dos 
primeros modos (22 segundos solo considerando el primer modo, con errores despreciables).  
La respuesta máxima es (valores en segundos y metros): 
 
 
 
Figura 5. 16. Respuesta para en el intervalo t =[0-0,2] del 
nudo central de la estructura en el eje y. 
Figura 5. 15. Porcentajes de contribución de cada 
modo a la respuesta máxima. 
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Figura 5.18. Respuesta del nudo central de la viga en el eje y debido a las fuerza de inercia y despreciando el 
amortiguamiento. Intervalo [0,6]. Modos considerados: 3 y 11. 
En la figura 5.19 se puede observar el gráfico respuesta-tiempo del nudo central considerando 
una amortiguación del 3% (según el Código Técnico de Edificación para estructuras metálicas a 
falta de otros datos). 
 
Figura 5.19. Respuesta del nudo central de la viga en el eje y debido a las fuerza de inercia y considerando una 
amortiguación del 3%. Intervalo [0,6]. Modos considerados: 3 y 11. 
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El tiempo de cálculo con amortiguación ha sido de 104 segundos (24 segundos considerando el 
primer nodo, con errores despreciables). La respuesta máxima ha sido (valores en segundos y 
metros): 
 
Por otro lado, el lector puede comprovar mediante el uso del programa que la respuesta 
considerando los 11 primeros modos de vibración es la misma que considerando el tercer y 
undécimo modo. 
Finalmente,  comentar que a estas deformaciones habría que sumarles las debidas a las cargas 
estáticas (peso propio de la estructura + peso propio de la grúa), para un análisis completo de 
deformaciones máximas. 
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Conclusiones 
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Con el desarrollo de este trabajo de fin de grado se ha conseguido el objetivo principal: crear 
un programa que realice análisis dinámicos de estructuras de barras con cargas dinámicas para 
complementar la docencia en este ámbito. También se ha conseguido una aspiración personal: 
programar con Matlab®, el cual no había aprendido anteriormente.  
El programa se ha desarrollado siguiendo una metodología que asegura la validez de este 
trabajo: 
1. Definición del problema. 
2. Búsqueda del estado del arte y los métodos de resolución del problema.  
3. Definición de las limitaciones del programa. 
4. Elección del método más adecuado. 
5. Creación de algoritmo y posteriormente del código del programa. 
6. Verificación del programa 1. 
7. Optimización del algoritmo. 
8. Verificación del programa 2. 
 
Adicionalmente, el ejemplo real realizado muestra la capacidad docente del programa, 
ayudando al entendimiento de los conceptos de la Dinámica Estructural más importantes. El 
resultado ha sido un programa fiable, referenciado, útil, visual, cómodo y robusto.  
No obstante, para las frecuencias de vibración más elevadas, el programa demora más tiempo 
del deseado para el cálculo. Esto es debido a que la respuesta en estos casos se caracteriza por 
ser casi nula y sinusoidal y el método de Runge-Kutta 45 deja de ser eficiente, a pesar de ser 
un  de l s s luci nad res de EDO’s más   tente de Matlab. 
Una solución a este problema sería la implementación de un integrador temporal de alta 
  tencia (“high   wered integrat rs”), c m    r e em l  el alg ritm  de Bulirisch-Soter, el 
método de Gear [The MathWorks, 2015] o el algoritmo de Hilber, Hughes y Taylor [Cardona, 
1992], entre otros. Esta solución se propone como futura mejora del programa. 
Por otro lado, el trabajo entrega un programa completo para complementar la docencia, pero 
parcialmente completo en lo que se refiere a la globalidad del análisis dinámico de estructuras, 
lo que permite mejorarlo a futuros desarrolladores. Las carencias del programa se podrían 
dividir en dos tipos: las relativamente fáciles de implementar y las difíciles de implementar.   
Respecto a las posibles mejoras relativamente fáciles de implementar se podrían considerar: 
- Consideración de cargas dinámicas generales y no solo los tres tipos establecidos en el 
programa.  
- Mezcla de cargas dinámicas y estáticas en un mismo cálculo. Posibilidad de cargas 
dinámicas repartidas en las barras. 
- Definición de diferentes coeficientes de amortiguamiento en cada grado de libertad, 
en vez de un coeficiente de amortiguamiento global. Esto es útil sobretodo en 
estructuras mixtas. 
- Implementación de normativas en el programa. 
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Respecto a las posibles mejoras relativamente difíciles de implementar se podría pensar en: 
- Consideración de estructuras no lineales. Aunque se podría realizar mediante el 
método de Superposición modal, el método no es efectivo, lo que supondría 
programar un código parcialmente independiente. 
- Consideración de movimientos en los apoyos (ingeniería sísmica). En este caso se 
debería hacer un estudio de que método es más eficiente,  y si un aprovechamiento 
del algoritmo actual sería suficiente. 
  
Como conclusión final, se puede afirmar que tanto los objetivos iniciales como mis 
aspiraciones personales se han alcanzado en este trabajo. No obstante, cualquier programa 
informático es siempre mejorable, ya sea en posibilidades de cálculo, optimización de cálculo, 
aparición de pequeños fallos o en la interfaz gráfica. El trabajo se entrega como Trabajo de 
Final de Grado así como guía de ayuda para futuros desarrolladores del programa. 
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